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إن أول من درس نظرية البيان كمفهوم رياضي هو عالم الرياضيات 
أولر, 1736. وفي مطلع القرن العشرين, شهد هذا الفرع من العلوم أنطلاقة 
واسعة جعلته من العلوم التي أخذت مكانتها في النصف الأخير من القرن 
الماضي. أهمية نظرية البيان تتجلى بفاعلية هذا العلم في شتى مجالات 
وفروع العلوم الأخرى وكذلك في الحياة العملية والتطبيقية. كالاتصالات, 
الشبكات الكهربائية, علوم الحاسب, التخطيط والإدارة, الاقتصاد, النقل, 
التمركز والسيطرة, نظرية الألعاب, الكيمياء والهندسة. 


لاشك أن نظرية البيان من المواضيع الشيقة في الرياضيات الحديثة. 
إن هذه النظرية تستخدم في أغلب فروع المعرفة. حيث إنها تقدم نموذجاً 
رياضياً مبسطاً لأي نظام يتضمن عملية ثنائية. أهمية هذا الفرع من فروع 
العلوم الرياضية التطبيقية, تأتي من قدرته على معالجة وحل الكثير من 
المساتل المرتبطة بواقع الحياة اليومية وإيجاد الحل الأمثل لها وذلك عن 
طريق تحويلها إلى نموذج رياضي يسهل التعامل معه. بالإضافة إلى ذلك 
اعتبار نظرية البيان من أساسيات علوم الحاسب ولاسيما من جهة استخدامه 
لنموذج الأشجار وبالأخص الأشجار الثنائية. 


تناول هذا الكتاب مواضيع متنوعة في نظرية البيان تلبية لحاجة 
طلاب الرياضيات ويمكن أن يستفيد منه طلاب بعض الاختصاصات الأخرى 
مثل طلاب المعلوماتية وكليات الهندسة والاقتصاد. كما يقدم عوناً لطلاب 
الدراسات العليا بما يتضمنه من مواضيع متنوعة تمكن الدارسين من المضي 
قدماً في مجال البحث بمحتوياتها. ونريد التنويه إلى أن معظم فصول الكتاب 
تتضمن مسائل (تخمينات) (وعتتامءة[002) غير محلولة, يمكن للباحثين 
العمل عليها واعتمادها 507 بحثية. القصد من وضع بعض المسائل 
البحثية ضمن طيات هذا الكتاب, هو الرغبة في أعطاء طلابنا الأعزاء فكرة 
عن مضمون البحث العلمي ونزع مابداخلهم من خوف في هذا المجال, وكم 
من المسائل العلمية يأتي حلها بجهود غير المختصين ونرجوا الله أن يكون 


يتضمن هذا الكثاب عشرة فصول: 


«ه الفصل الأول: يتضمن التعاريف الأساسية في البيان الموجه وغير 
الموجه, مصفوفات البيان, العمليات على البيانات, بالإضافة لبعض البيانات 
الخاصة: 


«» الفصل الثاني: يشتمل على دراسة المسار والمسار المغلق (الحلقات), 
المسافة في البيان, المسار الأصغر, الترابط والكتل وبعض الخوارزميات 
التي تبحث في إيجاد المسار الأقصر. 
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«» الفصل الثالث: يبحث في موضوع الأشجار ويتضمن دراسة الميزات 
الأساسية للأشجار, الأشجار المولدة للبيان, أشجار القياس الصغرى الموزونة 
والمسار, الأشجار وعلاقتها بعلوم الحاسب ومنها الأشجار الثنائية وأشجار 


شفرات هوفمان وكذلك يتناول الأشجار الموجهة. 


«» الفصل الرابع: يتناول هذا الفصل موضوع التلوين في البيان ويشتمل 
على تلوين الرؤوس, تلوين الأضلاع, تلوين الخرائط, دالة التلوين, مجموع 


التلوين في البيان وبعض خوارزميات التلوين. 


«» الفصل الخامس: نقدم في هذا الفصل موضوع البيانات المستوية 
ويتضمن صيغة أويلر للبيان المستوي, البيان غير المستوي, عددالتقاطع في 
البيان وسمك البيان. 


«* الفصل السادس: في هذا الفصل ندرس بيانات أولر الموجهة وغير 
الموجهة وسلاسل ديبرويجن لحل مشكلة رحلة ساعي البريد. كما يتناول 
بيانات هاملتون الموجهة وغير الموجهة ومشكلة البائع المتجول 157. 
ويتضمن الفصل بعض الخوارزميات التي توجد دورة أولرية في البيان 
وبعضها الأخر لإيجاد حلقة هاملتونية. 


«» الفصل السابع: نناقش فيه مسألة تحليل البيانات (م0زوم-مع»5!) 


والذي يتفرع إلى جزئين: تجزئة البيانات ويضم تجزئة بيان عام و.ء: ده 
البيانات الثنائية وفي هذا الجزء نتعرض بإسهاب لتطبيق نظرية هول 


(طءمعط1 813115) في استقرار الزواج وخوارزمية الاستقرار. ثم يتناول 
الجزء التالي موضوع تحليل البيانات إلى عوامل (طامةهعت 06 هه هعتماعة"). 


«» الفصل الثامن: يناقش موضوع السيطرة في البيان ويتضمن سيطرة 
رؤوس البيان, تخمين فيزينج, السيطرة والاستقلال, تعريف ببعض أنواع 
السيطرة الأخرى مثل السيطرة الكاملة, السيطرة المترابطة ومجموعات 
السيطرة المنفصلة في البيان, السيطرة الموزونة الناقصة والمرمزة, السيطرة . 
في البيان الموجه. 

«» الفصل التاسع: يدرس موضوع أعداد رامزي ويشتمل على خصائص 


أغداك وامزي. عسات اعذاد وامزي ولووق ولمزئ: 
8ه الفصل العاشر: يعالج موضوع شبكات التدفق وتطبيقاتها ويهتم بالتدفق 
والقواطع في الشبكات, التدفق الأعظمي والقواطع الصغرى, حل مشكلة 
التدفق الأعظمي باستخدام مسار ازدياد التدفق وخوارزميات التدفق 


الأعظمي. 


في الختام, وضع هذا الكتاب من أجل إغناء مفاهيم طلاب المرحلة 
الجامعية الأولى في كليات العلوم والهندسة, بموضوعات البيان. حيث يحتوي 
بين طياته على مواضيع متنوعة تناولت البيان من الناحيتين الرياضية 
والخوارزمية ونأمل أن يكون عوناً لهم ومفتاحاً لعلم مازالت بلداننا العربية 
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مقصرة في تناوله والغخوص بمواضيعه المتنوعة والشيقة. من المعلوم أن 
لدراسة البيان متعة خاصة ولاسيما تناوله للمشاكل الواقعية بأسلوب رياضي 
يعطي الدارس الرغبة في المتابعة ومعرفة المزيد. كما يريح الدارسين 
وبالأخص الطلاب من فكرة الإلزام بتقبل الرياضيات المجردة وذلك بفضل 
تناول هذا العلم لمواضيع ترتبط بالواقع يمكن تلمسها. وما يجب ذكره هنا, أن 
نظرية البيان تقدم حلول لكثير من المواضيع الأخرى في شتى علوم المعرفة 
ولاسيما الرياضية منها. فكثير من المشاكل البحثية تم حلها باستخدام مفاهيم 
البيان. هنا نريد أن نقدم الدعوة لزملاثنا أسائذة الجامعات في الرياضيات 
والهندسة بالاطلاع على هذا التخصص والإيفادة منه, وإن شاء الله سيكون 
عونا لهم في حل الكثير من مشاكل مواضيعهم البحثية. ونحن شاكرين لكل 


توجيه ممن يرى بين طياته خطأ أو قصوراً, فالكمال لله صاحب الجلالة. 


وأخيرا نأمل أن نكون قد وفقنا بعون الله بوضع لبنة في طريق انتشار هذا 
الفرع من علوم المعرفة في خدمة أمتنا العربية. والله من وراء القصد. 


المؤلفان 
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الفصل الأول 
البيان 


لأط ف 


نستعرض في هذا الفصل التعاريف الأساسية في البيان والمصفوفات 
المعرفة على البيانء العمليات على البيان» متتالية الدرجات ويبعض البيانات التي 
تمللك صفات خاصة. 


(1-1) تعاريف: 
إذا كانت + عد /7 مجموعة كيفية من النقاط و 15 مجموعة من الخطوط التي 
تصل بين أزواج نقاط المجموعة 7. نسمي الشكل الهندسي المؤلف من 
المجموعتين ١/‏ و 5 بياناً ونرمز له (11 ,0)97. ونسمي المجموعة 5 مجموعة 
رؤوس أو ذرى (761065) وكل نقطة تسمى رأساً (10ه) والمجموعة 15 
مجموعة الأضلاع (60865) وحيث كل منها يسمى ضلعاً (6ع61). يمكن لهذه 
الأضلاع أن تكون موجهة وعندئذ يسمى البيان» بياناً موجياً (طادبه>© 4عاء01:6) 
أو اختصارا (01828015). عندما لايحتوي البيان على أضلاع موجهه يسمى بياناً 
غير موجه (م2:ع 110160160) وسنصطلح على تسمية النوع الأخير بالبيان' 
© (ام672). سنرمز للبيان بب (8 ,607 الذي له مجموعة الرؤوس - (5/)6 
[م” .... و72 971) ومجموعة الأضلاع (ن6 ,... ,ي© ,»4 > (18)0 ويدعى عدد 
الرؤوس 5 - || برتبة (06067) البيان وعدد الأضلاع 4ه > || بقياس (5126) 
البيان» لذلك يمكن أن نكتب (9 ,600 بهدف التعبير عن بيان له 2 رأس و ع 


ضلع. 
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نقول عن الرأسين 7 و 18 إنهما متجاوران (20186684) إذا وجد ضلع © يصل 
بينهما وعندئذ تكتب 7*1 > © أو (نا ,9) > »© وهذا يعني أنه يوجد ضلع يصل بين 
الرأسين 7 و ١‏ وهما في هذه الحالة نهايتا الضلع © وعندئذ نقول غن الضلع »© إنه 
يقع على الرأسين ” و :ا. عندما لايوجد أي ضلع بين 7و 11 فإنهما غير 
متجاورين (لايهم طول الضلع أو شكلهء مستقيما أم منحنيا بشرط لايقطع نفساهء 
كذلك لايوجد فرق في ترتيب الثنائية (21 ,7) أو (7 ,ا) عندما يكون البيان © غير 
موجم). إذا كان الضلعان ,© و «© مشتركين برأس واحدء عندئذ نقول عنهما إنهما 
متجاوران وألا يكونا غير متجاورين. 


ملاحظة (1-1): سوف نستخدم في درأستنا للبيان» دوائر صغيرة للتعبير عن 
الرؤوس وخطوط مستقيمة أو منحنية لاتقطع نفسها للتعبير عن الأضلاع. 


عدد 'الأضلاع الشتر كة مع الر أس- )57د هو. درجة_(وج2ع06). الرأس 
ونرمز لذلك (0)ع068 أو (0)م, ولأكبر درجة رأس في البيان (ععمعه0 ع:همم) 
(©)8, ولأصغر درجة رأس (6هم2هوه0 تتنم) (5)6. الرأس من الدرجة 1 يدعى 
رأس طرفي («ه2؟ 50ع), والرأس من الدرجة 0 رأس معزول 2 0501864 
(7©117. 


إذا كان يصل بين رأسين ” و +1 أكثر من ضلع عندئذ نقول إنه يوجد ضلع 
مضاعف بينهما (6486 00018516م) وعندئذ يكون البيان (18 ,/])6© مضاعفاً 
(طموعع ع[آمغلحصصم). إذا احتوى البيان على ضلع يصل رأس ما بتفسه ندعو هذا 
الضلع عروة (1008) وعندئذ يدعى البيان» بياناً بعروات (8م2؟ع م100). البييان 
البسيط (م2مع 16مدهذة) هو بيان لايحتوي على أضلاع مضاعفة أو لفاتث. يدعى 
البيان الذي لايحتوي على أضلاء؛ بياناً فارغاً (طههمع”ؤامدمه) وإذا كان 1 > م 
و 0 4 فالبيان تافه (طجبدعع-0121ت0). 
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إذا كان للبيان © عدد منته من الأضلاع فيدعى ا مننييا تأمهع 016) ويدعى 
بياناً غير منته (1455116مة) عندما يكون عدد الأضلاع غير منته. نستنج من هذا 
التعريف أنه يمكن لبيان منته أن يحتوي على عدد غير منته من الرؤوس. 

مثال (1-1): نلاحظ من الشكل (1-1) 


الشكل (1-1) 
مجموعة الرؤوس [78 .77 و76 وو7 وهلا و 5/3 ,5/2 و1971 > (17)0 
مجموعة الأضلاع [و© وو© 675 و66 ,65 ,64 و63 رو رز > (18)0 


رق - مع |(7)0 | ع () 5:0 

,9 حو - إر8)0| - ()عداهة 

,3 > (وكام > (مكام ,2 < (جبمم > زيم 
,0 > (وكام - روكام ,4 - (6 مم - رووام 
.4 ع رت)ث ,0 ع ره)ة 


نلاحظ أن الرأسين 7 و 72 غير متجاورين وكذلك :ل و +7 وهناك رؤوس 
أخرى غير متجاورة فيما بينها. كذلك الضلعين ,© و 65 غير متجاورين» 2© و 
66 غير متجاورين وهناك ثنائيات من الأضلاع غير متجاورة. 

كما أن الضلعين .© و 66 يشكلان ضلعاً مضاعفاً بين الرأسين 72 و ”7 والضلع 
وه هو عروة. أخيراًء نجد الرأسين :7 و 76 منعزلين. 
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هناك علاقة بين مجموع درجات رؤوس البيان وعدد أضلاعه توضحها المبرهنة 
التالية لعالم الرياضيات أويلر. 


مبرهنة (1-1): ليكن البيان (8 ,6)9 حيث م > إلآ| و هو > [18|؛ عندئذ 


- عم 
اح 
البرهان: كل ضلع يشترك مع رأسين مختلفين أو متساويين» فهو يشارك بدرجتين 


في مجموع درجات الرؤوس للبيان ©). نستنتج إن مجموع درجات الرؤوس 
يساوي ضعفي عدد الأضلاح. 


نتيجة (1-1): ليكن البيان (8 ,/6)9» عندئذ عدد الرؤوس الفردية الدرجة يكون 
عدداً 5 


البرهان: ينتج بسهولة من المبرهئة (1-1) ويترك كتمرين للطالب. 


ملاحظة (2-1): بشكل عام سنرمز ب (13 ,609 أو (9 ,660 للبيان المنته 
وغير الموجه مالم نذكر خلافاً لذلك. 


نقول عن البيان (18 ,2109/7 إنه بيان جزئي (2259ع55) من البيان 
(609,18 إذا كان (©)77 ت 708 و (5)06 ج (803 ونرمز ل ذلك 6 2 51. 
إذا كان (7)08؟ > (8)؟ و (8)0 ج (158)81) عندئذ نسمي 51 بياناً جزئياآً موبعيها 
(طموع طتاع 8ستمهدمة) للبيان :0. 
لتكن 517 مجموعة غير خالية من مجموعة رؤوس البيان (155 ,6)9. البيان الجزئي 
(151 ,181,097 حيث 81 مجموعة الأضلاع التي تقع على الرؤوس 777 في البيان 6 
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يسمى البيان الجزئي المحدث بالروؤوس 1 (طجتععطدة 4عع لمعته 
ونرمز لذلك <77> 2 21. بنفس الشكل نعرف البيان الجزئي (7 ,)22 
المحدث بالأضلاع 7 (طأمهنوطنة 4أهءنلهة-وعل»), حيث ((7218)6) و 7 
مجموعة الرؤوس من (7)6 التي تقع على الأضلاع 15 في البيان (8 ,)© 
ونرمز لذلك <2> ح جآ]. ١‏ 

لاحظ الشكل (2-1) حيث (/ ,ولا ,72 ,:9) > 718 مجموعة الرؤوس والشكل . 
(2-1()8) البيان الجزئي المحدث بالرؤوس 77 من البيان 6©. ومجموعة الأضلاع 
((74 :3؟؟) .و(75 ,072 ,(73 ,10972 > 17 والشكل (2-1(06) البيان الجزئي المحدث 
بالأضلاع 7 من البيان 6. 


5272 371 
60 
33 975 
274 
92 52 371 
إعمة 2375 33غ 

4 > 2374 
رم 1 )0( 

الشكل (2-1) 
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نقول عن البيانتين (1ه0 ,:م):© و (02 ,«يم)02 إنهما متماثلان 
رمس نطو :ممه15) إذا وجد تقابل © بين مجموعتي الرؤوس (8)067؟ و (ي517)6 
يحافظ على التجاورء هذا يعني أنه لأجل أي رأسين (7 )117 ,به إذا كان 
(:70215)0 عندئذ (1)02 (6)97(0)3)» ونقول إن :© يماثل (عقطاماممده15) 
© ونكتب 02 2 01. نلاحظ أن علاقة التماثل هي علاقة تكافؤ تقسم البيانات إلى 
صفوف تكافؤ ويكون البيانان غير متماثلين عندما ينتميان إلى صفين مختلفين. 


مثال (2-1): ليكن البيانان الموضحان في الشكل (3-1). 


2 5 371 574 


الشكل (1- 3) 


نلاحظ أن التقابل (7)0؟ < (031)؟ : © المعرف بالشكل التالي: 


و6 > )© وول > (91)© ,و > (ج9)© ,7 > )4 
مول" > (0)078 ,رول - (0)877 ,و ع (0)06© ,وو ح (وواق 


يحافظ على التجاور ومنه نستنتج أن :© و 62 متماثلان» أي أن و© 2 ,6. 
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البيانان 01 و 6:2 متطابقان (081صء60 إذا كان (ي7)6؟ > (,7)6؟ 
و (15)032 > (8)031 ونرمز لذلك 062 > 01. البيانين في الشكل (3-1) غير 
متطابقين مع العلم أنهما متماثلان و (2ي7)6 > (,77)6,؛ لكن (5)62 2 (/ )183 
على سبيل المثال (:1)0 786 و (8)02 6 و”. 


مثال (3-1): البيانات غير المتطابقة المكونة من ثلاثة رؤوس كما تظهر في الشكل 


(4-1): 
371 
© 
همع 
522 58 
71ع 
522 أ 


371و 371غ3 
6٠ 3 / .‏ 
222 33ع2 52 5 


1و 371 


572 23 72و53 و5 


الشكل (1- 4) 


31 
© 
6 ىل 
532 2377 
371وع 
23972 533 


نلاحظ أن عدد البيانات غير المتطابقة على ثلاثة رؤوس هو ثمانية وهذا يوضح 
كما يلي: أكبر عدد لأضلاع بيان بسيط على ثلاثة رؤوس هو ثلاثة أضلاع 
وبالتالي يمكن أن يكون هناك بيان بدون أضلاع وهذا ينتج بياناً واحداء بيان بضلع 
واحد ينتج ثلاثة بيانات» بيان بضلعين ينتج ثلاثة بيانات (هي عدد حالات وجود 
ضلعين من ثلاثة أضلاع)» بيان بثلاثة أضلاع ينتج بياناً واحداً وبالتالي نجد عدد 
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5 3 3 
البيانات غير المتطابقة على ثلاثة رؤوس يكون محمد زا ومنه 


نستنتج عدد البيانات غير المتطابقة على م7 رأس اد حيث 


02- 60)م > 4. ونرمز لعدد البيانات غير المتطابقة على م رأس و 41 من 
الأضلاع (0-1(/2)م > رو > 0)»: (41 ,0)- بيان غير متطابق. في المثال (3-1)؛ 
يوجد ثلاثة بيانات (2 ,3)- بيانات غير متطابقة. 


ملاحظة (3-1): البيانات المتماثلة ليس بالضرورة أن تكون متطابقة كما في المثال 
(3-1)» لكن البيانات المتطابقة تكون متماثلة. 


ليكن (17 ,6)097. إذا أمكن تجزئة مجموعة رؤوسه إلى مجموعتين جزئيتين 
7 و ايلا بحيث لايوجد ضلع يصل بين أي رأس من :7 برأس من ولا عندئذ 
نقول إن © بيان غير مترابط (411502366160) ونسمي كل بيَان جزئي مترابط 
على مجموعة الرؤوس 71 أو :7 مركبة من البيان 6©. مركبات البيان © هو 
عدد البيانات الجزئية المثرابطة والمنفصلة فيما بينها ونرمز لعدد المركبات 
ب (0))ا. 


(2-1) البيانات والمصفوفات (54263©©5 220 22055). 
هناك العديد من المصفوفات التي يمكن استخدامها لتمثيل البيانات (الموجهة 
وغير الموجهة) وهذه المصفوفات تبين العلاقة بين الرؤوس أو بين الأضلاع أو 


بين الرؤوس والأضلاع معاً. ليكن (9 ,600 بياناً غير موجه على مجموعة 
الرؤوس !م9 ,... ,721 > 1١)0(‏ ومجموعة الأضلاع [و© ,... برع > (8)03. 
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9) مصفوفة التجاور (5ذ8122 'إعدءع40[2): هي مصفوفة مربعة من القياس 
“ام ومعرفة بالشكل [نة] - (4)0»: حيث نج هو عدد الأضلاع التي تصل بين 
الرأسين 7 و 8. نلاحظ المصفوفة (4)0 متناظرة. بالتأكيد أن لكل بيان مصفوفة 
مربعة متناظرة عناصرها أعداد صحيحة غير سالبة وبالتالي كل مصفوفة مربعة 
متناظرة من الأعداد الصحيحة غير السالبة تكون مصفوفة تجاور بياناً ما. إذا كان 
البيان © بياناً بسيطاً عندئذ (4)6 تكون (0 ,1)-مصفوفة متناظرة: (أي أن 
عناصر المصفوفة هي 1 و0 فقط) و1-0ة لأجل 2 ,... ,1,2 -1. 


0) مصفوفة التجاور للأضلاع (73126032 وعمع086-40[2): هي مصفوفة 
من القياس 0*0 ومعرفة بالشكل [نم] > (2/1)0» حيث 1 - ربدم, إذا كان الضلع 
:© مجاوراً للضلع © و 0 ت يرزدم, وإذا كان الضلعان :© و © غير متجاورين. 
واضح أن المصفوفة متناظرة وأن 0 > رززبدد من أجل 4 ,...,2 ,1 -1. 


0) مصفوفة التقاطع (3124:317 ©1810622): هي مصفوفة من القياس ١<ام‏ 
ومعرفة بالشكل [ن©] > (8)06؛ حيث 1> زنط إذا كان الرأس :7 واقعاً علسى 
الضلع © و 0 > زنط وإذا كان الرأس :7 لايقع على الضلع بع. وإذا كان 
البيان (0 ,)6 لايحتوي على لفات فإن مجموع عناصر كل عمود يكون 2 وهذا 
يتضح من وقوع الضلع على رأسين فقط؛ كذلك مجموع عناصر كل سطر يساوي 
درجة الرأس الموافق لذلك السطر. 


©) مصفوفة الدرجة (7121:12 7©6ع02): هي مصفوفة من القياس لام ومعرفة 


بالشكل زننه] 5-5 [(6) 49 حيث )عع 0 لأجل 1 ىو... و2 1 -1 و 0 يك 
عندما [22 1. 
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مثال (4-1): أوجد مصفوفات التجاورء التجاور للأضلاع؛ الوقوعء الدرجة للبيان 
في الشكل (5-1). 


2ت 


مبرهنة (2-1): إذا كان (6)9,1 غير فارغ؛ عندئذ © + لح - 86 »ا 8. 
البرهان: العنصر (3,3) في المصفوفة “8 ا 8 هو عبارة عن جداء السطرين 1 و و 7 
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للمصفوفة 8. (1 ,1) في المصفوفة *8 ا 8 هو درجة الرأس 7 في البيان 6 
(لأن العنصر (1 ,1) ينتج عن جداء سطر العنصر بنفسه وحيث إن مجموع عناصر 
السطر 1 يساوي درجة الرأس .)١‏ 

ليكن [عت 3» عندئذ نميز حالتين: 

(©965)0 عندتذ العنصر ([,1) في المصفوفة 1385 يكون 1 (لأنه يوجد 
بين سطري الرأسين 7 و 7 توافق برقم 1 وهو يعبر عن رقم الضلع الذي يصل 
بينهما). 


2© (13)03© رلازاء عندئذ العنصر (3 ,3) في المصفوفة 128785 يكون 0 (لأنه لا 
يوجد بين الرأسين 7 و 7 أي ضلع وبالتالي لايوجد توافق بقيمة 1 بين سطر 
الرأس 7 وسطر الرأس ,؟). أخيراً نستنتج أن © + 4 -6أ818. 


(3-1) بيانات خاصة (قطم2© 1دأءءم5). 


هناك أتواع من البيانات التي تملك ميزات خاصة» سواكة و ينيطنا عانينا 
وهو الأكثر شيوعاً. ليكن (0 ,600 بياناً بسيطأاً غير موجه: حيث مجموعة رؤوسه 
زولا .... ,19717 > (7)0؟ ومجموعة أضلاعه (ي6 ,... ريه ررهة4 > (8)6. 
م 


1 البيان المنتظم (طرره: #«هم1اسوء82): نقول عن البيان (0 ,0)5» إنه منتظم 
من الدرجة 1 حيث (2 > + > 0): إذا كان لكل رأس في البيان الدرجة : ونرمز 
لذلك هبيان منتظم (أهتع 12:3داعء-). إذا كان 3 - + فيدعى بياناً ثلاثياً 
(تكعيبي) (طممعع عتطده). كل حبيان منتظم له 1/2م ضلعء لاحظ الشكل (6-1). 


2) الحلقة (©007©1): هي بيان متصل ومنتظعم من الدرجة 2. نرمز للحلقة التي 
لها 2 رأسء 00. إذا كان لدينا حلقة م0 ورأس يجاور جميع رؤوسهاء عندكاذٍ 
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نحصل على عجلة (08661) ونرمز لها ,18. للعجلة مآ 1+ 2 رأس. ماهو 
عدد أضلاع الحلقة والعجلة من المرتبة هو 1+ 2 على الترتيب ؟. 


3) المسار (84): هو حلقة حُذف منها ضلع وبالتالي للممسار ,, 8 رأس و 
2-1 ضلع. 


4) البيان التام (طمرة© 1646م دده©): نقول عن (؟ ,608 إنه بيان تام 
(طامهمع عع 1متهمه) إذا كان كل رأس في البيان يجاور جميع رؤوس البيان 
الأخرى وهذا ينتج أن لكل رأس الدرجة 05-1. نلاحظ أن البيان التام هو بيان 
منتظم من الدرجة 5-1 وبالتالي عدد أضلاعه 27)0-1(/2 وهو أكبر عدد أضلاع 
لبيان بسيط له 7 رأس. نرمز مك1 للبيان التام على 5 رأس. لاحظ الشكل (6-1). 


00 2-بيان منتظم (0:'©) 


بيان تكعيبي (بيان بيترسن) 


كمد دا 


ب3(1بيان منتظم) يا (2بيان منتظم (005)) را( 1ميان منتظم) 


الشكل (6-1) 
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5) البيان المتمم للبيان (9 :009 (طصة © امعسء ام مرو0): نقول عن البيان 
39 إنه متمم للبيان 0 إذا كان له مجموعة الرؤوس (7)6؟ ولأجل أي رأسين 
(©0>100 ,ا يكون (1)0ء اب إذا وفقط إذا كان (675)03د؟. إذا كان البيان 

(9 ,©)6» عندئذ (4,ص)6 يكون البيان المتمم حيث 09-5 تقول عن 


البيان 6 إنه متمم لذاته (23626813ه[وزددوهاءة). إذا كان ©0230 . البيان 
المتمم للبيان التام هو بيان فارغ والعكس صحيحء كذلك البيان المتمم للبيان المنتظم 
هو بيان منتظم. البيان © في الشكل (7-1).؛ متمم لذاته. 


د 


الشكل (7-1) 


6) البيان «-تجزئة (طمه© 44رهم-م): ليكن البيان (77 ,6)15) إذا تمكنا من 
تجزئة مجموعة رؤوس البيان (©)؟ إلى © مجموعة جزئية ملآ,... ٠7,‏ بحيث 
إن كل ضلع من (©)15 يصل رأس من المجموعة (2 ,... ,2 ,1- ) 57 إلى 
رأس من المجموعة (ظ .... ,2 ,1 > ) ول بشرط [عد 1» عندئذ نسمي البيان © 
بيان «-تجزئة (إي أن رؤوس المجموعة الواحدة :ا حيث (2 ,... ,1,2 -) 
لاتتصل مع بعضها). إذا كان 2 > 8» عندئذ البيان 0 يدعى «تجزئة 
لطموقع ع ادم ن0). البيان متجزتة التام لم612 عاتتدمنم ماع اممرمن) هر 
بيان لتجزثة مع إضافة خاصية» لأجل أي رأسين بناو بندمن (6)/ + 
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(2)03ع ننازنا إذا وفقط إذا كان الا عبن و لاعرتا بشغفرط [* 1 وحيث 
2 ,... ,2 ,1 > 3 ,أ. إذا كان :7 > |1١75|‏ عندئذ البيان ©-تجزئة التام نرمز له 
لوط .... .50 ,1ط)كا. عندما يكون 1- وم - ...- وم - رم فإن 
وكا > (1,...,1 ,1)كاآ > (وط ,...روم ورم)عا. 

في حالة كون البيان © له مجموعتان 8< - |:| و 2 - إج8ا| فإن البيان يدعى 2- 
تجزئة تام (طجزهعع عاتاتوصاط عأع[مدطه0)) ونرمز له (2 ,صت)آ. البيان (20 ,1)عآ 
يدعى نجمة (5181). لاحظ الشكل (8-1). 


(124)3,3 (1.4)كآ1 
الشكل (8-1) 


(4-1) العمليات على البيانات (عطاعره 22 ده عدم هعم 0). 


هناك عمليات تطبق على البيانات فتنتج بياناً جديداً. ليكن (17 ,)7 © و 


(8 ,0937© بيانين» عندئخ نقول إنهما منفصلان (طذوزوذك) إذا كان 


9 > (7)031(07)©6 ونقول إنهما منفصلان بالنسبة للأضلاع إذا كان 
+ > (و5)001(/015)0. نلاحظ أن البيانين المنفصلين يكونان منفصلين بالنسبة 
للأضلاع» هل العكس صحيح ؟. 
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ليكن (15 ,61097 و (8 ,0209 بيانين منفصلين؛ عندئؤ نعرف العمليات 
الثالية: 
1) اتحاد بيانين (عطمممع سمتسية: البيان (28 ,0/97 يكون اتحاداً للبيانين ب © 
و 62 إذا كان (7)02ب(, )7 > (©)7 و (85)62ب(8)6 > (82)6 ونرمز 
لذلك وتانار © > 6. إذا كان البيان 0 يتكون من 2 نسخة منفصلة من البيان 33 
عندئذ نكتب 011 - 06. لاحظ الشكل (9-1) يوضح أن 
(1.5)كآناويكآناي1 31502 2 ق , 


عش اث 


2) ربط البيانات (كطم همع «ؤه[): نعرف ربط البيانين © و و6 بأنه البيان 
و + :6 - 0 حيث له مجموعة الرؤوس (ي7)6ل(5/)6 > ()/آ ومجموعة 
الأضلاع ((ي757)6 لهمة (3))/اع0 : ستوب )قب (, )8 > (22)0. 
لاحظ الشكل (10-1). هل ,16+ ,)1 -(71,70) 1 ؟. 


و + و0 ع يي 2 31 
الشكل (10-1) 
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3) الجداء الديكارتي (2500114 0221465122)): الجداء الديكارتي للبيانين 61 
و 02 هو البيان 12)<,©) - © مع مجموعة الرؤوس (17)01(97))32- (170)0 
ومجموعة الأضلاع 


0 (ج©)) اع يناو أكقنة له > 81 : 92 :22()91 ,يت)) > (1)0 
تت 52111 اك لا - ويا ْ 


لاحظ الشكل (11-1). هل 7,©»<ي6© 2 وي 6< 6. 


ونح دوه فلحا 


الشكل (11-1) 


هناك نوع من البيانات له أهمية خاصة يدعى البيانات التكعيبية (5©طناه) ينتج من 
تعريف الجداء الديكارتي للبيانات ويرمز له 014. م0 (6طناه-0) يكون يآ 
عندما 1 > م أي أن 52 > ,0. إذا كان 1 < 2 نعرف .0 بشكل متتابع» أي 
أن م0:15 > .© وهو بيان منتظم من المرتبة 25 والدرجة <ء كما أن 
رؤوس البيان مرتبة وفق متجه (م2 ,... ,22 ,:ه) حيث (1 +0 0 - به) لأجل 
(8 ,... ,2 ,1 © ويكون الرأسان متجاورين إذا اختلفا بمركبة واحدة فقفط من 
مركبات متجهي الرأسين. لبناء .0 تأخذ نسختين من :© (الأولسى :"© 
والثانية :ىأ 0) حيث :.,"0 تكون نسخة من 0,6 بعد إضافة المركبة 2 وقيمتها 
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الصفر إلى كل متجه يعبر عن رأس. 0 تكون نسخة من 01 بعد إضافة 
المركبة 2 وقيمتها 1 إلى كل متجه يعبر عن رأس. الآن نضيف ضلعا بين كل 
رأسين اختلفا بمركبة واحدة لها نفس الترتيب وهي المركبة ذات الرتبة 2 (الرأسان 


هما نفس الرأس قبل إضافة المركبة ه). لاحظ الشكل (12-1). 


)0(0,0,1( 0,1:1( 


00,0) 201 


01, 01( )11:1( 


0.0) 0110 
02 


الشكل (12-1) 


(0) 


)0 
© الصارق 


4) الجداء المباشر (1124 06م أعع1212): الجداء المباشر للبيانين ,© و ي© هو 
البيان 0780 - © مع مجموعة الرؤوس (ي1/)67(<57)6- (57)6 ومجموعة 


الأضلاع 


[(2©)ظع يلاينا قصة (8)01» رككرنا : (72 ,01 )(منا ربد)؟ 2 )8 


لاحظ الشكل (13-1) هو ناتج و2هو0. 
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5) الجداء القوي :2700م 5620828): الجداء الشديد للبيانين +6 و و6 هو 
البيان 316032 - ) مع مجموعة الرؤوس (1)01(<*59)02- (7)0 ومجموعة 
الأضلاع 

(8)02» جنول 820 إن > 81 : (92 ,91)(جنا ريه)؟ > (©)18 
((8)002» ولاونا 3040 (061) 1ك إلارنا 0 (1)01 © رمتو له ونا عد يبد 


لاحظ الشكل (14-1) هو ناتج ,15©ر5. 


الشكل (14-1) 


6 الجداء المركب (8 00522031640 ) نه أعند0نمعم عتنطم دومع لدءع.,1): الجداء 

المركب للبيانين 01 و 02 هو البيان [2و6,]0 - ) مع مجموعة الرؤوس 

0 (77)6(*97)©2 > (77)0 ومجموعة الأضلاع 

ا ((18:)02ك ناوا خطة :ل > بنا كه (8)01ك لازنا :(جلاى؟) (ونا, ينا)؟ ع (58)6 
لاحظ الشكل (15-1). هل [:62]61 2 [62]5, ؟. 00 


7 تقا 
[' طع البيانا> 
0 ت (15آ1 
00 | تع 152 
ين 000 لعي 
5 : : كه 
2 0 7)01677, عذ ليكن البيانان ١‏ 
: 7 02 عندئذ يبأل لجزئياد 
بد نات , : ١‏ ْ : عندتد 
. نك زا 3 اا 0 عة الرةو تقاطع الى و 0 و 0 
6 6 ووس 0 
5 02 -00 يمكن تعميم التقاطع 76 م 00 
5 ال و62 على عد 1 57 
ظ 3 ! 8 001 بيانا” مثة 
0 مجموعة الرؤو ات جزئية من © 4 من 
لشكل (16-1). م 5 -< 
مك و 
مجموعة 
عة 


كما 
74و 
373و 
٠‏ 30 
374 
33 
236 
37ق2 
8 
! و3 
577 
3”8ق2 
0 3 
7و5 
4 
7ه 
78”ق2 
5 
0ه اع 
7ق 
38 
الشكل (16-1) ٌ 
د 


33 


مه 


8 جمع أضلاع بيانين (وطمومع 6+0 04. سدس ءع0» 156): ليكن البيانان 01 
و6 بحيث إن (77)62 > (77)67 و + > (:8)01(018)06) عندئذ نعرف عملية 
جمع أضلاع ,6 و ي6 بأنه البيان ي6,©6 - 6 مع مجموعة الرؤوس 
:)7 - نر ©)17 - (77)6 ومجموعة الأضلاع هي. اجتماع أضلاع البيانين 
( )ب( 8)6 > (5)6. لاحظ الشكل (17-1). ش 


372 3 
27 1 0 22 
3 افد ب 9 6 71 
2374 ق 
)262 )10©) 
”7ت 
373 1 6062© - 0 
7ق 
الشكل (17-1) 


9( منقول بيان (طمه”مع عسش.): ليكن (18 ,0)17 بياناً له مجموعة الأضلاع 
ك3 و... وو© و©) > (8)0. لتضع مكان كل ضلع :© (0 > 1 >1): رأس إل 
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عندئذ نحصل على مجموعة الرؤوس (”7 ,... ,2 ,291 وألتي هي رؤوس لبيان 
جديد 11 يسمى منقول البيان © ويكون. الرأسان إلا و ا متجاورين إذا وفقط إذا 
كان الضلعان :© و © متجاورين في 6. نكتب (1.)0 - 11 عندما يكون البيان 11 
منتو ليباق 16 لخ لقكل (18-1). 


”>5 
وي 371 
74 ع 
(©) 1 الشكل (18-1) 


ملاحظة (4-1): إذا كان © > ,6» عندئذ (1.)62 2 (1,)67 لكن العكس ليس 
ضيكتها بصورة عامة وكمثال على ذلك ((3 ,1:)6)1 ت (1.)55 مع أن و1 و 
(3 ,1)ك1غير متمائلين. 


0 تقليص البيانات (15م همع تاملاء 3 ه00): ليكن البيان (828 ,)6 
والرأسان (©)7؟5 .نا بحيث إن (171)0 > 6. إن تقليص الضلع © هو عبارة 
عن حذفه ومطابقة الرأسين ا و 7 ليشكلا رأساً واحداً يجاور جميع الرؤوس التي 
كانت تجاور أي من الرأسين ا والاء ونحذف الأضلاع المضاعفة في حالة 
الرؤوس التي كانت تجاور الرأسين معاء ونقول عندئذ إن البيان © تقلص إلى 
البيان 51 أو البيان 11 مقلص (021:268116ن) من البيان6. يمكن لبيان أن يتقلص 
بعدة مراحل إلى بيان آخر. لاحظ الشكل (19-1). 
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مقلص من بيان بيرسن 
ندب باشل (0921)محدت ع هه 
1) ستعددية للبيان (طامدعع 04 أأء ناص صم ): ليكن البيان (8 ,917) من 
المرتبة م» عندئذ نقول إن للبيان 6؛ «-تعددية (2 >1) إذا كان البيان م1 يحتوي 


يمائل البيان © ولايحتوي على 1271 نسخة من 6. 


مثال (5-1): البيان في الشكل (20-1) له 3-تعددية لأن 12 يحتوي على ثلاث 
نسخ منفصلة الأضلاع منه. 


0ك 


. 
)20-1( الشكل‎ ٠ 
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(5-1) متتالية الدرجة (5عع1685نء5 أعمروء0). 


ليكن البيان (15 ,/9)© وقياسه 4 > [|8| ورتبته م > إلآ|, وليكن 
زولا .... ,0 ,491 > 9 )7ت حيث 0 -< يل > (0)م (0 ,... ,2 ,1 -1)ء عندئذ 
نسمي المتتالية م4 ,... ,يك ,4 متتالية الدرجة للبيان 6. 
للبيان © أكثر من متتالية درجة لها نفس العناصر ولكن بترتيب مختلف تبعا لترقيم 
زؤوس البيان وفي جميع الأحوال نرمز لمئثتالية درجة البيان بالشكل ,رك : 5 
وك ....روة حيث يبيك < بك (1- و ,... ,2 ,1 > ). 


مثال (6-1): لتكن المتتالية 2 ,2 ,3 ,3 ,4 : 5: عندئذ البيان الموافق لهذه المتتالية 
يظهر في الشكل (21-1) . 


الشكل -21) 


السؤال الذي يجب طرحه الآن, هل كل متتالية درجة تمثل بياناً يمكن رسمه 
والجواب يكون بالطبع كلا وكمثال على ذلكء المتتالية 1 ,3 ,3 ,3 : 5 لايمكن 
رسمها. ُ 

إذا كانت المتتالية م ,... ,ري وبل : 8 متتالية درجة ووجد بيان يمثلهاء عندئذ 
نقول عنها متتالية قابلة للرسم (1ةه1طمهمع). هناك بعض الشروط الواجب تحتقها 
في المنتالية م0 ... و42 .01 : 8 حتى تكون متتالية درجة قابلة للرسم وهذه 


الشروط: 
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01( 1-م > بل > 0. 


0 2 يكون عددا زوجيا. 


اع 
الشروط السابقة لازمة وغير كافية ويؤكد ذلك المتتالية السابقة الذكر حيث إنها 
تحقق الشرطين وغير قابلة للرسم. 


الشرط اللازم والكافي لكي تكون متتالية درجة قابلة للرسم» تجيب عنه المبرهنة 
التالية ل هافل وهكيم والتي نقبلها بدون برهان. 


ميرهنة (2-1) (1955,نصف1ة1-11ه13]): المتتالية غير السالبة م0 ,...,وك ,يك :5 
حيث مل <...< يل حبك و1 < بل , 2 < مع تكون قابلة للرسم إذا وفقط إذا كانت 
المتتالية م©....: وبي 1,6- ...و1 - وك ,1 - رك: ١‏ قابلة للرسم. 


سنعرض الآن الخوارزمية التي تختبر قابلية متتالية للرسم. 


خوارزمية (1-1): اختبار قابلية متتالية للرسم. 

المعطيات : المتتالية مل ,... ,وك ,رك : 5 من الأعداد الصحيحة غير السالبة. 

المخرجات : تحديد فيما إذا كانت 5 قابلة للرسم أم غير قابلة للرسم. 

الخطوات: 

1) إذا كان 1-م < بق لأجل (م .... ,2 ,1 - 4: عندئذ تكون المتتالية 5 
غير قابلة للرسم وإلا انتقل إلى الخطوة التالية. 

2 إذا كانت جميع عناصر 5 أصفاراء عندئذ تكون قابلة للرسم وإلا انتقل إلى 
الخطوة التالية. ١‏ 
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3) إذا كانت 5 تحتوي على عناصر سالبة» عندئذ تكون غير قابلة للرسم وإلا 
انتقل إلى الخطوة التالية. 
4) رتب عناصر 5 (إذا كان ذلك ضروريا) بشكل متناقص. 


المحذوف. أذهب إلى الخطوة 2. 


مثال (7-1): لتكن المتتالية 1 2 و2 ٍ3 3 4 3 : 3 ادرس قابليسة 5 للرسم 
اعتمادا غلئ الشواز دمية: 


نلاحظ أن الخطوات من 2 إلى 5 نتكرر بشكل حلقة وفي النهاية نحصال على . 
الشكل: ١‏ 
3,3.2,2:1 ,5,4 : 
2.1.11 ,3,2: 
11 ,1,0 ,1: 
10 1,1 ,1: 
0 1 ,0: 
10 1: 
0 ,0 : 


لط ل من صن م من م 
جا ان وح ده دن 0 5 500 


5 5: 
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الشكل (22-1) 
هناك اختبار لقابلية متتالية للرسم يعود إلى (يردس_كالي) تتضمنه النظرية التالية: 


مبرهنة (3-1) (1960 ,1ه1[ه6 - 5085): لتكن المتتالية مل ,... روك ريل : 5 
حيث 0 < مك <...< يل <,1» عندئذ تكون قابلة للرسم إذا وفقط إذا كان . 


+ 0 8 
1( :224 عددا زوجيا. 


[دزر 


2 لأجل كل عدد صحيح ع1 (1- ص > ع1 >1)»: يكون 


(,6,4) سنم نا +(1- )6 > ,4 الا 


اجبغدز 21 


مثال (8): لتكن المتتالية 1 ,2 ,2 ,3 ,3 ,4 ,5 : 8 


1 7 
الحل: نلاحظ أن 20 > ,2/4 وبالتالي الشرط الأول محقق. 
[در 
لنتحقق من صحة المتراجحه في الشرط الثاني: 
7 
, 6 -6+ 1,4,0 منسزخ + (1)0 > 5 - برل ج 1 - عا 


<2 


7 
, 10-12+ 2,4,2 هنم زح + (2)1 > 9 - يل + يل ج 2 عا 
ع 


7 3 
8-14+ 3,4,1-6) معنم رح + (3)2 > 12ء ,4 إؤ جه 3 دعا 
1-: 


1-4 
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2 


5-5 
ا 
حل 

ل 
سح 
الحدذ 

| 


7 
و 5-17+ 12-(,4,4) هنزح + (4)3 > 15 
5د 


1 
5 7 

, 23 3+ 20 5,4,1 هتمرح +(54 > 17 - ,4 رؤز ج 5 دع 
2-6 از 


سي 
1 

.6 
ا 

1 
١ 


7 
-1+ 6,4,1-30) ستسرح + (6)5 > 19 - 
دز 


نلاحظ أن الشرط الثاني محقق وبالتالي المتتالية قابلة للرسم. 
(1- 6) البيان الموجه ص02 0ع1ع01). 


كان تعاملنا في الفقرات السابقة مع البيان غير المو. جه (طمدعع 1ل صن) والتي 
اعتمدنا على تسميته بيان (05351)» بينما البيان الموجه (858ع01) والذي 
سيكون موضوع دراستنا في هذه الفقرة هو بيان موجه الأضلاع؛ إي كل ضلع 
موجه من رأس إلى آخر مع إمكانية وجود أكثر من ضلع بين رأسين وفي اتجاهين 
مختلفين. نسمي كل ضلع بضلع موجه (086»© 1601ه1(16) أو قوس (430) ويمكن 
أن يوجد ضلع موجه بين الرأس ونفسه وعندئذ نسميه عروة موجهه 
(1005 12160164). نرمز للبيان الموجه (ك ,)10 حيث ((2)آ مجمورعة 
رؤوس البيان» ((46)1 مجموعة أضلاعه. ه > إلا| مرتبة البيان و 4 > إذ| قياس 
ألبيان. يمكن أن نكتب (0 ,م)7 للتعبير عن البيان (4 ,10)097. 


مثال (9): الشكل (23-1) يحتوي (4) مخطط مدينة صغيرة و (08 البيان الموجه 
الموافق لهذا المخطط. 
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إ 


جحت 


ب 


0 سا 
٠‏ أإحح 


الشكل (23-1) . 


3 قاد 


إذا كان (7 ,)© قوساً في البيان (4. ,02097 عندئذ نقول إن © تصل الرأس 
إلى الرأس 7 حيث إن د على القوس » الذي بدايته الرأس 
ونهايته الرأس 7 وهذا يعني | ن الرأس ١‏ مجاور إلى الرأس +7 والرأس + 
مجاور من الرأس 1 (ليس مجاور إلى الرأس ). يكون الرأسان نا و7 غير 
متجاورين إذا كان لايوجد بينهما ضلع موجه من 1 إلى 7 أو بالعكس. نعرف 
الدرجة الخارجية للرأس 7 (766ع001146) بأنها عدد الأضلاع الموجهة الخارجة 
من الرأس +7 بالاضافة إلى عدد العروات الواقعة عليه ونرمز لها (0007 أو () م 
. نعرف الدرجة الداخلية للرأس + (206866) بأنها عدد الأضلاع الموجهة 
الداخلة إلى الرأس + بالاضافة إلى عدد العروات الواقعة عليه ونرمز لها (104)7 أو 
0 م. درجة الرأس + في البيان الموجه ( ,10097 هي مجموع الدرجتين الداخلية 
والخارجية ونرمز لها 46800 أو ()م» إي أن 

1060 + عله ع ()وعك أو م + (6أم > (6م 


مثال (10-1): ليكن البيان الموضح في الشكل (24-1): عندثئذ نجد 
ب4 - (روعوعلقل ع 1060-3 يع 1 -(00010 
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,3 ع ر(وبموعل » 1-(10)6 ك< 2 - (يب0ه 
و4 - رو«اعوء0 5 2ع (10)95 ع 2ع (00)95 
٠‏ ع (وماوء0 » 1000-0 ع 1- ننه 


33ق2 و 


371 34 


الشكل (24-1) 


مبرهنة (2-1): ليكن (4 ,10097 بيان موجه من المرتبة م والقياس © مع 
مجموعة الرؤوس (مل ,... ,ول؟ ,491 > (9)1, عندئذ يكون 


9 60م - :26 20. 


1دز 


البرهان: بطريقة مشابهة لبرهان المبرهنة (1-1) مع ملاحظة أن كل ضلع يشارك 
بدرجة خارجية ودرجة داخلية.3 


ليكن البيانان ( .12197 و (4 ,122097 عندئذ نقول عنهما إنهما متماثلان 
إذا كان بينهما تقابل © واحد إلى واحد من (:7)092 إلى (77)002 بحيث إنه لأجل 
أي رأسين ا و ل من (77)1(1 يتحقق الشرط التالي: 


.(002) شك (0)0(9)97 ج (رط) مع بن 


يكون البيانان (4 ,21097 و (ى ,)22 متطابقين إذا كان رومنلا > ورا 
و (00)ه - (ردل)ة. 
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البيان الموجه البسيط هو بيان موجه خال من العروات ولايحوي ضلعين موجهين 
من رأس إلى آخر بتفس الاتجاه. 


ملاحظة (6-1): كل بيان موجه سيرد لاحقاً هو بيان بسيط مالم نذكر خلافاً لذلك. 


مثال (11-1): لاحظ الشكل (25-1) يحتوي على بيانات غير متمائلة وبالتالي غير 
متطابقة وكذلك يحتوي على بيانات متماثلة وغير متطابقة. 


اي 
0 


72 31 372 31 
3يق5 234 7 34 
12 1 


بيانان متماثلان وغير متطابقين 


الشكل (25-1) 


ملاحظة (7-1): كل بيانين متطابقين يكونان متمائلين لكن العكس غير صحيح 


بشكعل عام. 
مثال (12-1): اليبيانات الموجهة البسيطة غير المتماثلة بثلاثة رؤوس موضحة في 
4 (06-1. 
533 33و 
ا ا | 
© © 
171 ربو 71 يو اقح مد 0 أذ 
33قعغ 
1 ربو 37 71و 
ع 
3 اذ فك 32 1 وبع 371 
3 3 ع 
محمد ا أجمذ أ 71 2 3731 
الشكل (26-1) 
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ليكن (6. ,27097 بياناً موجهاء نقول عن (1 إنه متناظر (0تاعمصتط59) إذا 
كان ((4)1ع(”7 ,نا) عندئذ يكون (400 كع (97,11). 
يكون البيان (4. ,22)97 لاتناظري (20110ددد:ؤدة) إذا كان يوجد رأس على الأقل 
(700>400 ,ونا) بحيث يكون ((8)0 ع (منا ,0). يكون (لى ,10)17 دوري 
(لطعدصقمنه10) إذا كان يصل بين كل رأسين: قوس واحد فقط. 
البيان الموجه ( ,م2 من القياس (1 -- م)م > ؟ يسمى بياناً موجهاً متناظراً تامآ 
(طأمهمع :21 عتاعصسزة5 عنء[مصرو2): إذا كان تأجل كل رأس (57)00”, 
يكون 1- م > (1407 > (004)9, ونرمز له م6 . البيان الموجه (4. ,)2 يكون 
منتظم من الدرجة + (م01822 ة1ناعء-).: إذا كان لأجل كل رأس (75700 
يكون + - (1407 - (00)9 ونرمز لذلك ,2. لاحظ الشكل (27-1). 


12 
الشكل (27-1) 


ليكن (4 ,19)9 بياناً موجهاً مع مجموعة الرؤوس 701 ,.... 915 > (1000 
ومجموعة الأقواس زيء و0 و62 161 2 (مل)ثه. 


2) مصفوفة التجاور (7126:12 إ©401968): هي مصفوفة مربعة من القياس 
مكءام ومعرفة بالشكل [ن3] > ((1) بش حيث 1 ح زه إذا كان (4)00ع77ا و 
0 - بع إذا كان (75©6135)10. نلاحظ أن المصفوفة (6,)10. ليست بالضرورة 
متناظرة. 
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0) مصفوفة التقاطع (21835 1210626): هي مصفوفة من القياس ءام 
ومعرفة بالشكل [زنط] > (8100: حيث 1 > زنط إذا كان الرأس ”* رأس بداية 
للقوس © و 1- - إنط إذا كان الرأس :7 رأس نهاية للقوس 6» و 0 - زنط عندما 
لايقع القوس © على الرأس 7 (* ليس رأس بداية ولا رأس نهاية للقوس ,©). 


©) مصفوفة الوصول (1851212 غألزطقطاء1*»2): هي مصفوفة من القياس 
»ام ومعرفة بالشكل [نت] - (1100: حيث 1- :2 إذا كان في (1 مسار ,اسه 
من الرأس :7 إلى الرأس 7؛ و 0 >2 زة إذا كان لايمكن الوصول من :؟ إلى :*. 
نلاحظ أن جميع عناصر القطر الرئيسي للمصفوفة ((1)1 تساوي الواحد. 


مثال (13-1): أوجد مصفوفات التجاورء الوقوع؛ الوصول للبيان في الشكل 


.)28-1( 

0 0 0 1 

120 0 60 

ونو ع > (ارق 

0160 60[ 

|1 1160 ا 

1[ 0 11 0-1-1 0 1 
5 -(02) 2 و ع ))2١(‏ هر 
وح اكوا و كار 
1 0 1 1 1 0 0-1 0 
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ليكن البيان (4 ,10)97 مع مجموعة الرؤوس (مل ,... ,و ,49 > (3/00. 
لدراسة متتالية الدرجة في البيان الموجه يجب أن نعبر عن كل رأس بدرجتيه 
الخارجية والداخلية معا. لتكن متتالية الثنائيسات (جأ يمة) ,... ,( ,2ة) ,(ي ,:8): 
حيث 0< ,بو لأجل م 15 >1. نسمي المتتالية السابقة» متتالية درجة للبيان 
الموجه (4 ,10)97 إذا كانت رؤوسه تحقق (04)7 > :رو و (140- . 


مثال (14-1): المتتالية (2 ,1) ,(1 ,2) ,(2 ,1) ,(1 ,2) يقابلها البيان في الشكل 
(29-1). 


الشكل (29-1) 


نقول عن المتتاليمة (م؟ ,م5) ,... .(10 :2؟) (8 ,51) إنها قابلة للرسم. 
(لههتامهمع03): إذا كانت تمثل درجات رؤوس بيان موجه. 

ليس بالضرورة كل متتالية ثنائيات عناصرها أعداد صحيحة موجبة تكون قابلة 
للرسم؛ كمثال على ذلك المتتالية (0 ,0) ,(1 ,1). 

الشرط اللازم والكافي حتى تكون متتالية ثنائيات قابلة للرسم تنص عليه نظرية 
(فولكيرسن _ رايزر). 


مبرهنة (3-1) (1963,هوج-وه5يعع11ن2): المتتالية (جآ دو5)ر. ٠‏ .و(22 و52)و( 1 وزة) 


من ثنائتيات الأعداد الصحيحة الموجبة حيث مه <... < ,و < إ5» تكون قابلة 
للرسمء إذا وفقط إذا كان 


4 


8 1-مك.نو و 1-م > لأجل م1 > 21 
م 2 

م 0 
1د د 


م 22 2 7 
©) (1,اصتط رح +[,1,4- #)ستسرح > ,دخ لأجل م > م >1. 
[عدز 


جدود 121 


ليكن البيان الموجه (8 ,/5)1. نعرف منقول البيان 2 بأنه البيان الذي له مجموعة 
الرؤوس [و6 ,... ,© ,:©) التي هي أقواس للبيان 2 ويكون ((2).آ) رع ,عه إذا 
كان (0) لمع كنا > »ع و (نل)ذءع ”78 - بع. لاحظ في الشكل (30-1).: البيان 7 
ومنقولة (00-آ- 
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1. لتكن (؟ ,... ,هن ,0 - م8 مجموعة رؤوس البيان البسيط 6. إذا علمت 


أن (713)6؟ إذا وفقط إذا كان 1 و [ يقسم أحدهما الأخر. ارسم البيان 6. 


لمكن ليان لاط روبج ونوك ردق الخال #ايطري طن رانين 
نفل النرجة. 

.8)6( > ليكن اقبيان ( ,م06. أثبت أن (©)4 > م/و2‎ ٠. 

أوحد البيانات البسيطة 39 ,4)-الغير متطابقة. 

لج فوقات الجن كه بازيعة ورين 


. ليكن البيانان © و 1آ25. برهن أن 2:11 6 إذا وفقط إذا كان 8 2 © . 


. أثبت صحة أو خطأ التالي: ليكن (مل ,... .10 - 2.97 عندئذا عدد 
9 ,م)-بيان غير متطابق لها مجموعة الرؤوس 7١8‏ يساوي عدد 
(9- 5)6-1(/2 ,م)حبيان غير متطابق لها مجموعة الرؤوس 9ا. 


٠‏ بيّن تمائل أو عدم تماثل أزواج البيانات التألية: 


01 
ع 72 ”> 
02 6ه 
لعن 215 
4 5 ع وغ 
0 6 
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1 
6 52 
0565 55 


254 
6 


9. برهن أن البيان © يكون ثنائي التجزتة تاماً إذا وفقط إذا كان للبيان © 
مصفوفة التجاور من الشكل: 


0 ا ل 
حيث يرث و ريظ مصفوفات جزئية من المصفوفة لك أيضا :4 تكون منقول 
حل 


0. برهن أن البيان © يكون غير مترابط إذا وفقط إذا كان للبيان 
التجاور من الشكل: 


60 | بيك 


ست ]سد ل م 


يوك 1 0 
حيث ررث و ويخ مصفوفات جزئية من المصفوفة 4.. 


11. ارسم البيان 1 ومتممه. 


2. ليكن 11و «11آ بيانين جزئيين من البيان 6» عندئذ أثبت 


0262 إن 0 . 


أن 
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.6 0-0 كن‎ ١ 
.5 أوجد كل البيانات المتممة-الذاتية والتي لها مرتبة أقل أو تساوي‎ .3 
أثبت أنه إذا كان البيان (9 ,م)6 متممذاتيء فإن (4 1)5200 ,0 > م.‎ .4 


5. برهن أن أي بيان من المرتبة 6 يحتوي أحد البيانين 125 أو ,كد كبيان 
6. ليكن البيان (0 ,6)8©» جد عدد رؤوس وعدد أضلاع (6).آ. 


7.أثبت أن (م1.)15 يكون بيان منتظم من الدرجة (4- 20) وأن ((2 ,0)>])-آ 
بيان منتظم من الدرجة (2 -2©272©). 


8.أوجد (6<*1.)6 حيث البيان 6 ومنقولة (1.)6 المعطيان في الشكل (18-1): 
هل ©»«(6).آ ع )01 ؟. 


9.أوجد [2,]06 و [05]26) وهل هما متماثلان ؟. 
0يكن 6 بيان ما عندئذ برهن أن 

82 07ت (تكايكا. 

.10]0220 


1. ليكن البيانان (41 ,.:م)1© و (02 ,وم)و©. إذا كان (1767)01 حيث 
يم > (97)م» و (062)؟ك رناء رم > (9)مء والمطلوب إيجاد 


ه. )م في البيان © +0 (حيث (2>7577)062 02 (2277)67) وأوجد عدد 


رؤوسه وعدد أضلاعه. 
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ط. (نتا :)5 في البيان 6,02 وأوجد عدد رؤوسه وعدد أضلاعه. 
© (بلة )م في البيان 6:60 وأوجد عدد رؤوسه وعدد أضلاعه. 


8. (بنا 67 في البيان [6:]62 وأوجد عدد رؤوسه وعدد أضلاعه. 


2. أثبت أن للبيان 6 يكون 2تعددية و (مك00 > (20)6 إذا وفقط إذا كان © 
متمماً - ذائياً. 


3. ليكن 6 بياناً متمماحذاتياً غير تافه» عندئذ يكون 3 > (©) 2هذك > 2 و 
- (6)) 220. 
4. أو جد 2تعددية للبيانات التالية )2 1 ومكاناويك1 ويكا2. 


5. أثبت أن المتتالية م4 ...٠‏ ,02 .41 تكون قابلة للرسم إذا وفقط إذا كانت 
المتتالية [ - م - 2 ,... ,1 - يك - م,1 - رك - م قابلة للرسم. 
ش 6. ناقش قابلية المنتاليات التالية للرسم اعتماداً على نظرية (يردس _ كالي) 
وأرسم القابل منها للرسم بحسب خوارزمية اختبار قابلية متتالية للرسم. 
ا 202 ل 
2 2 ,2 و5 ,5 ,5 ,5 : 8 .6 
2 


7 أوجد البيانات الموجهة البسيطة غير المتماثلة بأربعة رؤوس وأربعة أقواس. 


8. بين تماتل أو عدم تماثل البيانين في كل من المجموعات (8) و (6). 
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9. أوجد منقول البيانين في التمرين (228()2)» ماذا تستتتج. 


0. ناقش قابلية المتتاليات التالية للرسم اعتماداً على نظرية (فولكيرسن_رايزر) 
وأرسم القابل منها للرسم. هل يمكن تطبيق خوارزمية اختبار قابلية متتالية 


0 للرسم للبيان غير الموجه, للمتتاليات القابلة للرسم هنا ؟. 
3 ْ (1,3) ,(0 ,3) ,(3 ,1) ,(1 ,2) : 8.8 


(1,3) .(1 ,2) ,(2,3) ,1 ,1) : هط 
.(1 ,2) ,(2 .2) ,(0 ,3) ,(4 ,2) ,(3 ,1) : 85 .ع 
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الفصل الثاني 
المسارات والترابط 
1ع 02 ن) لكتة قطخوط 


في كل يوم نتعرض لمشكلة الطرق وطول أقصر المسافات التي نسلكها 
للوصول إلى مكان ما. فالطالب الذي يذهب إلى الجامعة يممر بمحطة أو عدة 
محطات وبين كل محطة وأخرى يوجد خط مستقيم أو منحني وبالتأكيد لا يقطع 
نفسه. إذا رمزنا لهذه المحطات بعقد وسميناها رؤوس (7614665) وللخطوط بيتها 
بأضلاع (60865)» فعندئذ يمكن أن نعبر عن هذه الرحلة اليومية ببيان يطلق عليه 
مسار (7211) وتكون مشكلة الدراسة في هذا الموضوع هي البحث عن أقصر 
المسارات المتاحة لهذه الرحلة.' 


(1-2) المسار أت والحلقات (07165) 220 155ه). 


ليكن البيان (9 ,)© 1 و 7 رأسين من البيان © (ليس بالضرورة 
متمايزان). نسمي "دا > 97 مسلك (8211) من الرأس 1 إلى الرأس ,. إذا كان 
7 متتالية متناوبة من الرؤوس والأضلاع بالشكل التالي: 


ادساف 1 و1يالا ...و57 و1© و1 و0© ,270 11 
بحيث إن بلا - بع لأجل (1حك1 ,... ,1 ,0 >4 أي أن كل ضلع في المسلك 


7 يبدأ برأس سابق وينتهي برأس لاحق. نسمي الرأس 7 > ا رأس بداية 
المسلك والرأس ع7 > رأس نهاية المسلك. طول المسلك يكون ع1 والذي هو عدد 
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الأضلاع المتكررة في المسلك. إذا كان 0 - غ1 فإن المسلك يكون مسلكاً تافهاً 
ويتألف من رأس واحد. بشكل عام نرمز “-ن, للمسلك الذي بدايته الرأس ا 
ونهايته الرأس ”. من بديهية تعريف المسلك يجب أن يكون كل ضلعين متتاليين 
فيه متجاورين وهذا لا يعني بالضرورة كل متتالية من الأضلاع تشكل مسلكاً. 


مثال (1-2): في الشكل (1-2): 


373 372عغ 
237 

6 9 6 

6 64 

34> افا 

الشكل (1-2) 


المتتالية ,© ,© ,و» ,ره لا تشكل مسلكاً مع العلم كل ضلعين فيها متجاورينء لأنه 
إذا كتبنا المتتالية السابقة كتتابع أضلاع ورؤوس فنجد جل ,يه ,0لا .ره ,7 ولا 
يمكن كتابة الضلع © لأنه لا يقع على الرأس «0. إذا أخذنا المتتالية 

4© ,65 ,و6 ,© ,62 و61 فإنها تشكل مسلكاً لأن 


لا + © ,7*0 و63 وول وو© و0" و2© وول و2 ,570 ,© 711 >1 


والمهم ذكره إنه من الممكن تكرار الأضلاع والرؤوس في المسلك. 
ليكن المسلكان ”؟ > هنا .1م ,... ووقا و62 ,111 و1© ووقا > ا 


7 وول 1و6 دل 729 و62 971 619 و70 11 


عندئذ نقول إنهما متساويان إذا وفقط إذا كان 2ه - 8 و ”7 - بن لأجل 
(8 ,... ,1 ,0 > )» ويخلاف ذلك يكونان غير متساويين. يمكن لمسلكين مختلفين 
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أن يشكلا نفس البيان الجزئي في البيان 6» كما أن المسلك ,589 يكون محتوى في 
المسلك :70 إذا كانت متتالية :76 متتالية جزئية من متتالية و/آ. 


مثال (2-2): ليكن البيان الموضح في الشكل (2-2) ولنشكل المسلكين ,787 و 14 
كما يلي: 
591 و6 ,4لا و5© و93 و4© و72 و62 9715 و1© 270 6 0 


للا وو وو و4© ,3 وو© و4؟ و65 11 ,© ,9/0) > وآ 


5393 17 
الك 6 
ىع 6 
62 
74 72خ3 0 590 
الشكل (2-2) 


نلاحظ أن المسلكين مختلفان مع العلم أنهما يشكلان نفس البيان وطول كل منهما 
يساوي 5. 

نسمي المسلك -11 رحلة (121) إذا كان لا يحتوي على أضلاع مكررة (من 
الممكن تكرار الرؤوس). ونطلق عليه مسار (03485) إذا كان لا يحتوي على 
رؤوس مكررة. طول المسار هو عدد الأضلاع الموجودة فيه ونرمز له ,2 حيث 2 
عدد رؤوس المسار وطوله يساوي 0-1. نلاحظ أن كل مسار يكون رحلة وكل 
رحلة تكون مسلكاً ولكن العكس غير صحيح. 


مثال (3-2): في الشكل (2-2) نلاحظ أن 
0-74 - رالا مسلك وليس رحلة حيث 714 72 7711 970 : والا 
71-0 > يلآلا رحلة وليس مسار!ا حيث 20 .9 ,4 رولا رولا ونا : وبإلا 


7 ح- و7 مسار حيث 1ج 711 701 : 317 


57 


الرحلة +-نة تكون مغلقة إذا كان +7 -11 وتكون مفتوحة عندما 7 عد 11. إذا كانت 
الرحلة #ا-نا مغلقة نسميها دورة (13اع3آه). الدورة 11-9 تسمى حلقة (عاعلك) 
عندما لا تحتوي على رؤوس مكررة (أي أن الحلقة هي مسار مغلق). 

نرمز للحلقة © التي عدد رؤوسها © وعدد أضلاعها 2. في الشكل (2-2) الحلقة 
,” رولا وو ,37 : م0 عدد رؤوسها 4 وطولها 4. إذا كان البيان 0 ليس شجرة 
فإن أصغر حلقة فيه تسمى خصر (8155) البيان. 


ملاحظة (1-2): مفاهيم المسلكء الرحلةء المسارء الدورة والحلقة تنطبق على البيان 
الموجه بشرط أن تحقق المتتالية المتناوبة من الرؤوس والأضلاع الشرط التالي: 
كل ضلع يكون موجهاً من الرأس السابق إلى الرأس اللاحق» أي أنه إذا كانت 
ول و .... 71 61 .70 متتالية في البيان الموجه (( ,10)97 فإن 7:97 > .ع يكون 
ضلعاً موجهاً من الرأس :©" إلى الرأس :. 


في الشكل (3-2) نلاخظ أن 


مسلك موجة [© رم© و5© رو© ر© رو 11© : 0 


رحلة موجهة و© رمع روه وزع : وكإلة 
مسار موجه © وو© وزع وو© : 1/75 
دورة موجهة | 6© و5© و68 و67 م64 و1 : © 
حلقة موجهة ش و© ,ب وو : و0 
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ميرهنة (1-2): (1986 ,كلتنصدع.1 يت 0صمعاتدطن) كل انا مسلك في البيان © 
(البيان الموجه (1) يحوي 11-7 مسار. 


البرهان: يترك البرهان كتمرين للطالب.] 
هناك علاقة بين مصغوفة التجاور والمسارات في البيان تحددها النظرية التألية: 


مبرهنة (2-2): لتكن 4 مصفوفة التجاور للبيان (8 ,/0)9© حيث 
م7 ....191 > )2987 عندئذ العنصر ([ ,1) في المصفوفة 8م لأجل (1 < 0) 
يساوي عدد المسالك المختلفة من الطول < بين الرأسين ,و ,. 


البرهان: بالاستقراء على 5. 
إذا كان 1 > 2. عندئذ من أجل أي رأسين :7 و ١‏ متجاورين في البيان © يوجد 
ضلع بينهما وبالتالي يكون 71 ([ ,1) في كلد. لنفرض النظرية صحيحة من أجل 
3-0 أي أن [ مت ار حيث 000 يكون عدد المسالك المخثلفة بين 
الرأسين :” و 7 من الطول 5-1 في 6. ليكن [”//م]- “ل . 

بما أن ”م > ”ىء ينتج لدينا 


مر 
رقو 22 
(1-2) و0 :02 0 0 


كل مسلك -زلا من الطول 2 في البيان © يحتوي مسلكاً «-زنة من الطول 2-1 
وحيث (2)00ت ,نينت عندئذٍ المسلك 2-7 يُتبع بالضلع رين والرأس 7 الآن» 
بفرض الاستقراء والعلاقة (1-2) ينتج المطلوب.ل 
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نتيجة (1-2): ليكن (8 ,0097 بياناً مع (م؟ ,... ,و7 ,؟) > (57)0. لتكن اله 
مصفوفة التجاور للبيان © و [”2]- "4 قوة 4 من المرتبة 5. عندئذٍ 


1( م حيث [عد ك1 هو عدد المسارات [37-وا من الطول 2. 


2 ,م همل - 0ع 
م 
0 2 
3 احغ يساوي عدد المثلثات في 6 (عدد الحلقات 05). 


(2-2) المسافات (ع©1215625): 
ليكن (28 ,6097 بياناً بسيطاً. نقول عن الرأسين + و 7 إنهما متصلان إذا 
كان +-نا مساراً في البيان 6©. 

يكون البيان © مترابطاً (6460صتدوه) إذا كان كل رأسين فيه متصلين وفيما عدا 
ذلك يكون غير مترابط (260460هه4150). إذا كان البيان (18 ,6)97 مترابطاً 
فيمكننا أن نعرف عليه المفاهيم التالية؛ 


المسافة (1562826)؛ (7 ,0)0 بين الرأسين 11 و 7 بأنها أقصر مسار بينهما. إذا 
كان لا يوجد مسار بين الرأسين عندئذ تكون المسافة بينهما غير معرفة ونرمز 


سندرس مفهوم المسافة في البيان غير الموجه وفي البيان الموجه. 


(1-2-2) المسافة في البيان غير الموجه (طمهعع صزءعع015)20). 


مفهوم المسافة على رؤوس البيان (©)/7 يُعرف دالة مسافة 4 تحقق 
الشروط التألية: 
لتكن 70 ,7 ,لا رؤوساً كيفية من البيان ©» عندئذٍ 
,0 < ز” ,نمق 
,37 > باج 0 > (97 ,00 


و(نا ,)ل > (8 رتل 
7 0ك < 7 ,)ل + زب ,نمل 


وبذلك نحصل على الفضاء المتري (4 ,()77). 
ليكن البيان المترابط (15 ,6)9©. نعرف الاختلاف المركزي (7تهت1تتموءءهة) 
للرأس ”7 بأنه أكبر مسافة له عن أي رأس آخر في 6 ونرمز له (6)07: أي 


3 )أ 137 ح (نحات 
أن ,00 مج -(ن) 


ونعرف نصف القطر (780135) للبيان ©» (520)06, بأنه أصغر اختلاف مركزي 
في 0 أي أن 

269 ا -)760 
أما قطر (7]ع01280) البيان ©: (1822)6» فإنه أكبر اختلاف مركزي للبيان 


46 أي أن 
ل 0 


الرأس * يكون رأس مركز (6#مءن) للبيان 6 إذا كان (804)6+ > (6)07. يمكن 
أن يحتوي البيان على أكثر من رأس مركزي وهذه الرؤوس تشكل مركزا للبيان 
ونرمز لها (2)0. 
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مثال (4-2): ليكن البيان (15 ,)6 الموضح في الشكل (4-2) والمطلوب حساب 
نصيفة ‏ التظلار القطارد الل 3 


لذ 372 


77ق2 3”1و 


76و23 574 
الشكل (4-2) 
نجد أولا المسافات بين الرؤوس ومن ثم الاختلافات المركزية للرؤوس والذي 
يوضحها العمود الأخير من الجدول التالي: 


انان انظ انا انك الاك الاك انك انك اليك 2 
كد ل كاك ولس كد رك 


11م 
81 مليايلم 
اك 5 د فق ل شر ةسدنه 


الجدول (1-2) 


نلاحظ أن 2 > (220)6 3 - (6)تطهقل و +76 ,رولا ريل رولا رو - (2)6. 


مبرهنة (3-2): لأجل أي بيان مترابط 6» يكون 
ش .(120)6 2 > (©)سهنة > ()20 
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البرهان: الطرف الأول من المتراجحة ينتج بسهولة من تعريف القطر ونصف 
القطر. من أجل برهان الطرف الثانيء لنختار الرأسين (©)72357 ,3 بحيث يكون 
(©) صقنل > ”7 ,تا)ل. ليكن الرأس (822)06. بما أن المسافة 4 تعرف دالة 
مسافة على رؤوس البيان» ينتج لدينا 


(120)0 2 (7 ,00067 + (7 ,0ا)ل > (؟ ين)ل > (0)سمتل 
وهو المطلوب برهانه للطرف الثاني للمتراجحة.- 
المتتالية غير المتناقصة من الأعداد الصحيحة الموجبة مة ,... ,82 ,ع :8 


تدعى منتالية الاختلاف المركزي إذا كان هناك بيان متصل (1 ,097 له الرؤوس 
المرقم ولا .... :7172 بحيث يكون به > (6)97 لأجل ...0 ,1-1 هذه 


المتتالية تسمي متتالية الاختلاف المركزي للبيان 6. 


مثال (5-2): للبيان في الشكل (4-2) متتالية الاختلاف المركزي تكون 
آذ 52 


بما أن 2-1 ك مةء + > (©) 180 و مه > (6) 3ؤذل» عندئز من المبرهنة 
(3-2) نستنتج أن (281 ,1- م) نط كامه. 


هناك خوارزمية تدعى خوارزمية ديجكسترا (101[1508) تعطينا أصغر 
مسافة بين رأس معطى 70 وبقية رؤوس البيان ومن أجل ذلك نحتاج إلى تعريف 
البيان الموزون (185164) هو بيان مرفق مع أضلاعه (رؤوسه) أو كليهما دالة 
وزن حقيقية تعبر عن وزن (كلفة) الضلع أو الرأس. 
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خوارزمية ديجكستر! (1-2) (تعسطاتدمعلذف ©ع1215)25 :"11562 001): 


المعطيات: (1 ,6097 بيان موزون ومترابط من المرتبة 2 و70 رأس في 6. 

المخرجات: المسافة بين رأس معطى 70 ورؤوس البيان. 

1- ليكن 0 > 1 إن ع وق 0 > (90).آ و مه > (9).آ حيث وناغ 7. إذا كان 
1 - مع عندئذ توقف وإلا أذهب إلى الخطوة 2. 

2- لأجل كل رأس :215 - 781 ('5 مجموعة الرؤوس المجاورة لرؤؤوس 


5 ضع : 
[(77)017 + )سآ ,(97)سآ) ستطط > (0)آ 


إذا حدث تغيير على قيمة (1)7» عندئخ نرقم ©* بالثنائية (7 ,(59)-). 
3- أوجد [ (م منص وليكن +ب:* رأس له أقل مسافة الوصول من 70. 


4- ليكن 911 نا :8 > ربزة. 


5- ضع 1 +1 > 1. إذا كان 1- م - 1 عندتذ توقفء وإلا أذهب إلى الخطوة 2. 


مثال (6-2): ليكن البيان الموضح في الشكل (5-2)» ولنوجد المسافات عن الرأس 
0 اعتماداً على الخوارزمية السابقة. 


الشكل (5-2) 


الحل: 

1- 1-0 إل دوق 0- (و)ةو م - ().] لأجل تدغ 7,. 
2 ما رولا 1 حت واة, 12 ج )نط 20 > (و)آ و 9 > (6)آ 
3- أقل مسافة للرؤوس في ,'5 هي مسافة الرأس 76, 

4- ليكن [76 ,00 > رم. 

5- 1 -1. بما أن 6 > 1» أذهب إلى الخطوة الثانية. 


71 
2 ...© 
ل 20 8و 
ذا 6 110 37 0" 
5-89 
© 
5 23> 5- (9) من 


2 ييا ات ,2128 (ربيبرق: 14250 و :15 2 زرهنآ, 
3- أقل مسافة للرؤوس في '8 هي مسافة الرأس 71» 

4- ليكن ‏ 76 ,7 ,م97 حت يوم. 

5- 2 --1. بما أن 6 > 3» أذهب إلى الخطوة الثانية. 


81 )12( 71 


30و23 


و5 )9 36و23 
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2- (ئلا و74 ,172 عد راق, 22 ع (ووا)لطك 15 - )نآ و 20 - (وااط, 
3- أقل مسافة للرؤوس في ,'5 هي مسافة الرأس + عبر 96. 
4- ليكن 574,761 ,71 ,900) > و8. 
5- 3 -1. بما أن 6 > 1: أذهب إلى الخطوة الثانية. 
(02 91 م 8لا (012 1 


0ق 


: © 3*6 ابي (05 94 


2- !2 7 1372 5 وك 0ح (072)مك 8 - (5و1)59 و 9 - (975)لآ, 
3- أقل مسافة للرؤوس في '5 هي مسافة الرأس :7 
4- ليكن 2,71 ,9711974 ,90) ح و. 
5- 4 > 1. يما أن 6 > 4: أذهب إلى الخطوة الثانية. 
(12) 1 10 53,92 (12) 81 


5 ولا (19) 95 


4 )15( 8 76 )9( 74 )15( 8 76 )9( 
4 3 


2- زو 132 -- 3-7 02 خ 356239 8 - (75)طآ, 
3- أقل مسافة للرؤوس في ,'5 هي مسافة الرأس 27 


4 ليكن )6 و5لا و4 و72 و71 170 2 و5 
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5- 5 > 1. بما أن 1>6: أذهب إلى الخطوة الثانية. 


(12) 9871 10 22 (12) 1و (22) 72 
(19) و0 
(9) 86 5 (15) 4ن (9) 876 8 (15) 84 
4 5 
2- ]م1171 -_ و 8 - (95)مط, 
3- أقل مسافة للرؤوس في :'5 هي مسافة الرأس وب 
4- ليكن ‏ (76 ,5 ,مولا رولا ,وا وول ,90؟ - م5. 
5- 6 > 1. بما أن 6 1: قف انتهت الخوارزمية. 
(12) 91 (22) 172 (12) 4 (22) 82 


93 )28( «5 )19( 0 7509( >70 


© 86 ربو (05) هلا 9 6" بهم (594)15 


وبالتالي المسافات عن 70 بحسب الخوارزمية تكون كالتالي: 


و12 > )رآ ت رون رول 0 > زولا > (70 ,0000 
و28 > (ولك)نا > زولا ,000 24 > (زولك)را > (7 ,وكا 
و19 > (وى)ط > (76ا ,0000 و15 ع وى 1 > زب ,000 


.29 (ولكار ! عه ويا روباك 
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(2-2-2) المسافة في البيان الموجه (طجره :عض مذ ععصة]015). 


ليكن البيان الموجه ( ,/12)9. نعرف المسافة بين الرأسين (©7©35)0 ملا. 


بأنها أقصر مسار موجه بينهما ونرمز ذلك (20,7) © (بالطبع هي أقصر 
تتابع للأضلاع الموجهة من الرأس + إلى الرأس ). إذا لم يوجد أي مسار موجه 
من الرأس < إلى الرأس «, عندئذٍ نقول إن المسافة بينهما غير معرفة ونعبر عن 
ذلك 66 > (20,122) 0 . المسافة بين الرأس ونفسه تساوي الصفر. نستتتج مما 
سبق أن 

1( (10,ن) 0 غد إن رلة) 4 , 
(تجعامحنصم د00 . 


نقول عن البيان الموجه (4. ,10)77 إنه متصل بشدة (160ع6صمتتامع-ترأع دمناو)ء إذا 
كان لكل رأسين مختلفين (775/)0(0 ,11 يوجد مسار موجه من 11 إلى 7 وكذلك 
يوجد مسار موجه من 7 إلى 11. 

يمكن تعريف الاختلاف المركزي نا من البيان الموجه (4. ,7097 وكذلك القطر 
ونصف القطر بالإضافة لمركز البيان كما عرفناها في البيان غير الموجه مع الأخذ 
بعين الاعتبار رمز المسافة (1/,7) 6 بدلاً من (7 ,)4 وذلك لأجل أي رأسين 


زات 3 


مثال (5-2): ليكن البيان الموجه (6. ,17)17 في الشكل (6-2) والمطلوب حساب 
نصف القطرء القطر والمركز. 
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”3و5 3 


377ق2 31 


374 23:6 


الشكل (6-2) 


الحل بسهولة كما في ي المثال (4-2) مع ملاحظة التوجيه بين الرؤوس. نحسب 
جدول المسافات للبيان (1 ,2017 والذي ينتج بالشكل التالي: 


: 0 4 
ا 6 101ل القاكك اكد 
0-6 الجدول 0 


من الجدول تجد أن 3-(2) وهم ٠‏ 5-(40170 و (بنار رايا -(12) 2 
نلاحظ أن المبرهنة (3-2)» غير صحيحة في حالة البيان الموجه. 


ملاحظة (2-2): يمكن تطبيق خوارزمية ديجكسترا على البيان الموجه كما هي في 
البيان غير الموجهء بشرط أمكانية الوصول إلى كل الرؤوس من الرأس 70. 
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(3-2) الترابط في البيان (طدره) صا جا اجتاععسده0)). 


كما عرفنا سابقاً البيان المترابط بأنه يتميز بوجود مسار بين كل رأسين 
مختلفين فيه ويكون غير مترابط إذا احتوى رأسين لايوجد بينهما مسار. 
إذا كان البيان (8 ,6097 غير مترابط» عندئخ نسمي عدد البيانات الجزئية المترابطة 
المكونة للبيان 6»: بمركبات البيان ونرمز لذلك (1)03. عندما يكون البيان 0 
مترابطاً فإن 1 - (6)ع1. 


مبرهنة (4-2): ليكن (0 ,600 بياناً مترابطاً, عندئز © > 1-م. 


البرهان: بطريقة الاستقراء الرياضي على عدد الرؤوس م. 
إذا كان 1 > م عندئذٍ 0 - 4 والمبرهنة صحيحة. لنفرض أن المبرهنة صحيحة 
من أجل كل البيانات والتي عدد رؤوسها 1 - م > .م > 1 أي تحتوي على الأقل 
1 - بم ضلع. ليكن 6 بياناً له م رأسء إذا كان لكل رأس في 6 على الأقل درجة 
2 عندئذ بحسب المبرهنة (1-1) يكون 20 > 25 ومنه 0 > م > 1- م . 
لنفرض أن © يحتوي رأساً 4 درجته 1. إذا حذفنا الرأس ا مع الضلع الواقع عليه 
نحصل على بيان مترابط 01 عدد رؤوسه 1- 7 > 51 وعدد أضلاعه 0-1 >1 
بحسب الاستقراء على عدد الرؤوس نحصل على ,01 > 1 - ,7 ومنه ينتج 
1- م بم < 1 + بن دونو 


والميز حك سيحيهة::: 
ليكن نيان المترايط (18 :600 تقول :عن مجموعة الرؤوس تاف لبان 
3©, إنها مجموعة قاطعة (غتاه-761216), إذا كان (©)1 < ([1 - 1)0. نسمي 


الرأس 76 برأس قاطع للبيان 6» إذا كانت المجموعة [1 تحوي الرأس 7 فقط, 
أي أن (1)0 < (7 - ©)1. بالطبع البيان التام ليس له مجموعة رؤوس قاطعة ولا 
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رأس قاطع. نسمي أقل عدد من الرؤوس التي بحذفها يصبح البيان غير مترابط 
بعدد ترابط البيان ونرمز لذلك (06). نقول عن البيان إنه 2 مترابط 


(لعاأععهممع-م) إذا كان 2< (0). 


مثال (6-2): ليكن البيان (12 ,60917 الموضح في الشكل (7-2). 


الشكل (7-2) 


نلاحظ أن البيان في الشكل (7-2) له عدد ترابط 2 - (6)0. 


02020200 مبرهنة (5-2): ليكن (5 ,6097 بياناً مترابطاً. الرأس (2 ,720059 يكون رأبساً 


قاطعاً للبيان © إذا وفقط إذا كان هناك رأسان ناو 77 مختلفين عن ء بحيث إن 
الرأس ” يقع على كل مسار بينهما في 6. 


البرهان: ليكن 7 رأساً قاطعاً للبيان ©: عندئذ يكون البيان 9 © غير مترابط. إذا 
كان الرأسان 11 و ؟ من مركبتين مختلفتين للبيان ؟ - 0: عندئذٍ لايوجد مسار 
10-7 في 0 ). بما أن 0 مترابط فإنه يوجد 11-56 مسار في 06» ومنه نستنئج أن ' 
كل مسار 11-7 في 6 يحتوي الرأس *. 

العكس: لنفرض أن هناك رأسين 76 ,نا بحيث إن الرأس ؟ يقع على كل مسار 
11-77 في 3). عندئذ لايوجد 11-77 مسار في 7- 0. ذلك يؤدي إلى أن البيان 
7- 6 غير مترابط وأن الرأس 7 رأس قاطع للبيان 6.- 
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مبرهنة (6-2): (1986 ,علدنموه.1 © 4صدعتتدط0) كل بيان غير تأفه يحتوي على 
الأقل رأسين غير قاطعين. 


البرهان: يترك البرهان كتمرين للطالب. أ 


بشكل مشابه لتعريف الرأس القاطع وعدد الترابط نعرف الضلع القاطع 
ومجموعة الأضلاع القاطعة. نرمز لأقل عدد من الأضلاع القاطعة للبيان 
المترابط 6: ب (1)07. إذا كان 1 > (1)07؛ عندئذ نسمي الضلع القاطع جسرا 
(©621048). عدد الترابط للأضلاع (37117اه2060هه-6ع060) في البيان المترابط 
يكون عدد أقل مجموعة من الأضلاع بحذفها يصبح البيان غير مترابط. نرمز بي 
هضلع مترابط (0266160ممه مع2-608) إذا كان 2 < (0). بالطبع 
1- م - (ركل)نك. 


مثال (7-2): نلاحظ أن البيان في الشكل (7-2) له عدد ترابط للأضلاع 
3 -(10)06. 


مبرهنة (7-2): ليكن البيان المترابط (1 ,/6)9.: عندئذ الضلع (13)6ع6 يكون 
جسراً إذا وفقط إذا كان يوجد رأسان (7”>9/)6 ,نا بحيث إن الضلع © يقع على 
كل -ن مسار في 0. 

البرهان: بشكل مشابه لبرهان المبرهنة (5-2).] 

مبرهنة (8-2): ليكن البيان المترابط (5 ,/6)1. عندئذٍ الضلع (1506>© يكون 


جسراً إذا وفقط إذا كان لايقع على حلقة 6. 
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البرهان: لنفرض أن 3 - © جسر في 6. حسب النظرية (7-2). جميع 
المسارات +*-11 تمر بالضلع 6. لنبرهن أن © لايقع على حلقة. لنفرض أن 1-7 :72 
مسار في 6). بالطبع 2 يمر بالضلع ». في البيان © - 0»: هناك يكون المسار 
نا :21 والمسار 80-7 :22. إذا كان الضلع © يقع على حلقة ماء عندئذ يوجد 
مسار '3-* في البيان © - © وهذا يناقض حقيقة أن ا و 7 لايرتبطان بمسار في 
©6-6)). 

العكس: لدينا و - »ء لايقع على حلقة في 6, ولنقرض © ليس جسراً. بما أن و-* 
مسار (أي الضلع » هو نفسه مسار) في 6» عندئذ * و (3 ينتميان لنفس المركبة 
في 6©. هذا يؤدي إلى أن < و لز ينتميان لنفس المركبة في © - 6 وبالتالي يوجد 
مسار 98- :2 في © - 6. مما سبق نستنتج أن المسار 2 مع الضلع » يشكلان 
حلقة في 6 وهذا تناقض. - 


مبرهنة وايتني (9-2) (1932 ,دمءدمعط؟ توعصغنط8): البيان (0 ,م)6© حيث 2 3 
م >» يكون 2مترابطأً إذا وفقط إذا كان أي رأسين في © يقعان على حلقة 
مشتركة. 


البرهان: يترك البرهان كتمرين للطالب.1أ 


مبرهنة وايتني (10-2) (1932 ,معددعط7 «وعمانط8): لأجل أي بيان 26 
يكون (©)8 > (6), > (1)6. 


البرهان: إذا كان 6 غير مترابط» عندئذ 0 > (6):» وبالتالي (6:)60>8)©6. 


إذا كان 6 مترابطاء يصبح غير مترابط بإزالة جميع الأضلاع الواقعة على رأس 
أصغر درجة في البيان وهذا يؤدي إلى أن (5)©6 > (6). 
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لبرهان الطرف الأول من المتراجحه؛ إذا كان © غير مترابط أو تافهاً فإن 
0 > () - (6)ءا. 

إذا كان © بياناً مترابطاً وله جسر عندئذ 1 > (©)1 - (©) وهذا يكون عندما 
و1 - 6 أو 6 مترابط وله رأس قاطع. إذا كان 2 < (0)» عندثذ إذا حذفنا 

1 - (©)1 ضلع فإن البيان الباقي سيحتوي على جسر. ليكن 117 - 6. 

لنحذف أي ضلع من غير ال 1 - (06): ضلع المختارة: وأي رأس طرفي مسن 
غير الرأسين «د أو *. إذا حصلنا على بيان غير مترابط» عندئذ (11)0 > (1)0. 
إذا كان البيان الناتج مترابطاً» عندئذ يحتوي الجسر »© وبحذفه مع إحدى الرؤوس ا 
أو 7 تحصل على بيان غير مترابط. في كلتا الحالتين نجد أن (1:)6 > (©)1 
وبهذا يكون إثبات الطرف الأول للمتراجحة. ٠‏ 


هل يمكن إيجاد بيان بحيث تتحقق متراجحة وايتني بالشكل التالي 
(5)0 > (0) ك1 > (00)كا. 


المثال التالي يوضع ذلك: 


مثال (8-2): ليكن البيان الموضح في الشكل (8-2). 


نلاحظ أن 3 (85)6: 1 > (6)» ور 2 > (6): 


الشكل(8-2) 


مبرهنة (11-2): إذا كان © بياناً غير مترابط» عندئذ © يكون بياناً مترابطاً. 
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البرهان: ليكن 1 و 7 رأسين من البيان © وبالتالي هما من البيان ©. إذا كان ن 
و 7 ينتميان إلى مركبتين مختلفتين من البيان 6: عندئذ © عكانا. ليكن ناو 
ينتميان إلى نفس المركبة ولتكن ,6 من البيان © وليكن الرأس * من مركبة 
أخرى و6 من 6©: عندئخ (0 )12ت ب ,للانة. في كل الأحوال يكون الرأس 1 
مترابطاً مع الرأس ؟ في البيان ©» » مما سبق ينتج لدينا 0 فتر لط - 


مبرهنة (12-2) (1981,سعغوه 1 قتموع .1 عع لسة قطن يك لدعطع8): 
ليكن البيان (15 ,6097 من المرتبة (2 < ©) والبيان المتمم له © » عندئذ يكون كل 
من © و © بياناً مترابطاً إذا وفقط إذا كان 6 و © لايحتويان (2 ,)1 كبيان 
جزئي موسع لأجل قيم 2 و 2< التي تحقق 1312 


البرهان: يترك البرهان كتمرين للطالب. 


مبرهنة (13-2): ليكن 9 7ع00 بياناً بسيظ] عدد رؤوسه م وعدد أضلاعه 0 


وعدد مركباته ع2 عندئز يكون (1-++/- م)(/-م) 051 . 


اليرهان: ليكن ,6 و... 2© و31 مركبات البيان © وأن ع0 ,... ,وم ررم عدد 
رؤوسها على الترتيب. بما أن عدد أضلاع أي بيان بسيط مترابط برتبة :م 
3 
)1 ( (1- م 
لايزيد على كرون ورعلة مااع إلدجان 7 بريد على م يك 


ليكن »كأ و مك1 بيانين تأمين بحيث 5 > + >1. إذا حذفنا من ,16 رأساً مع جميع 
الأضلاع الواقعة عليه وأضفنا هذا الرأس إلى البيان ,16 ثم وصلن' 'رأس المضاف 
إلى كل رأس في وكا عندئ نحصل على ربيكا و ,ك1. تكون ” 
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الأضلاع 1+ + - 5 وبدون أن يتغير مجموع عدد الرؤوس في البيانين. بتكرار 
العملية عدداً كافياً من المرات نحصل على _: + مك1 و ,ك1 ويبقى مجموع عدد 
الرؤوس كما هو ولكن يزداد عدد الأضلاع. إذا طبقنا العملية السابقة على مركبتين 
6 رق من البيان © يحققان الشروط السابقة والناتج نطبقه مع بيان أخر فنحصل 
بالنتيجة على بيان تام :+م مك1 مع 12-1 رأس معزول وعدد أضلاعه يزيد على 
عدد أضلاع البيان الأصلي. مما تقدم نستنتج أن 


3 
1- رصر), 
(1+غ- صم 7 0 وهو المطلوب.ن. 
. < < : 


تعميماً لفكرة المتمم الذاتي للبيان 9 ,6)8. يكون البيان (0 ,6)0© 
متمم (201625060421397زهه-2) حيث (2 < 0)ء إذا كان يمكن تجزئة مذ إلى 2 
بيان جزئي لها رؤوس البيان © ومجموع أضلاعها يكون أضلاع 6 وبحيث كل 


مثال (9-2): ليكن البيان © الموضح بالشكل (9-2). 


١ 


٠ 
)9-2( الشكل‎ 


نلاحظ أنه يمكن تجزئة 75, إلى خمس نسخ من البيان 6. وبالتالي يكون البيان 
6» كمتمما. 

قدم هراريء» روبينسن و ورملد (2210ه؟ ممه حامعستطم] ,اجتهعم3) 
الشرط اللازم والكافي ليكون للبيان (9 ,م)6©» «-متمم من خلال المبرهنة التالية 
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والتي نقبلها بدون برهان. 
مبرهنة (14-2) (210تمده”11 قصه ممعصاطما] ,ومدتدك1): 
ليكن البيان (9 ,)6» عندئذ يكون هناك ©-متمم ذاتي للبيان © إذا وفقط إذا كان 


ِ 2 
20 دا : 


عندما يكون 2 -1 ينتج تعريف البيان المتمم الذاتي وكمثال على ذلك البيان 
وآ[ يكون يهن 6 


(4-2) الكتل في البيان (طم22© صذ كاء819). 

ليكن البيان المترابطد (0 ,)6 (2 < م). نسمي البيان 6 كثلة (610612) 
إذا كان لايحتوي على رأس قاطع. ونسمي أكبر بيان جزئي على مجموعة جزئية 
من الرؤوس في البيان © لايحتوي على رأس قاطع كتلة في البيان ©. أقل عدد 
من الكتل في البيان 6, نرمز لها (©8)0. 


مثال (10-2): ليكن البيان © الموضح بالشكل (10-2). نلاحظ أن البيان © 


يحتوي على أربع كتل موضحة بالشكل, أي 4 > (8)6. 
رآ 


البيان © يكون كتثلة حرجة (1ه510 053141681)» إذا كان كتلة ولأجل أي 
رأس ”7 لايكون البيان ب« - ©» كتثلة. بشكل مشابه» البيان © يكون كتلة صغرى 
(اعماط لممستستم)ء إذا كان كثلة ولأجل أي ضلع ء لايكون البيان © - 0 كتلة. 


مبرهنة (15-2): (1,1986قتصوع.آ1 »ع لسوععدط0) البيان (0 ,0)© حيث < م) 
(3» يكون كتلة إذا وفقط إذا كان كل رأسين فيه يقعان على حلقة مشتركة في 0. 


البرهان: يترك البرهان كتمرين للطالب. 


مبرهنة (16-2): ليكن البيان المترابط ©: عندئذ مركزه يقع في كتلة واحدة. 


البرهان: لنفرض أن © بيان مترابط ومركزه (2)06 لايقع ضمن كتلة واحدة» 
عندئذ للبيان © رأس قاطع 7 بحيث إن 7 - © يحتوي مركبتين :© و 02 وكل 
مركبة منهما تحتوي على عناصر من (2)0. ليكن © رأساً بحيث إن 
(,)ه > (7 ,1)ك وليكن ,2 مساراً له الطول (607: عندئذ إحدى المركبات :© و 
ي©» لاتحتوي رؤوساً من المسار ,2 ولتكن المركبة و6. ليكن 7 رأس من (2)0 
ينمي إلى © وليكن 82 أقصر 77-7 مسار. إن :8 و 22 يشكلان المسار -نا :15 
٠‏ وليس بالضرورة أن يكون أقصر مسار من + إلى 7. مما سبق ينتج أن (6)57 
(0)© < وهذا يناقض تعريف عناصر مركز البيان والتي لها أصغر بعد مركزي 
أي يتناقض مع أن (©)2. ينتج أن (2)00 يفع في كتلة واحدة.د. 
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تملد-ازم ين: 


1. جد كل المسالك من الطول 4 أو 5 من الرأس 2 إلى الرأس 2 في البيان 
التالي: 


2. ليكن نا و 7 أي رأسين في البيان المترابط 6. برهن أنه يوجد مسلك 1-7 
يضم كل الرؤوس في 06. 

3 ليكن 11و رَأَسَينَ في ,ك5. جد عدد المسالك من الطول 2و 3. 

4. ليكن نا و 8 رأسين غير متجاورين في (3 ,1)3. جد عدد المسالك من 
الطول 2 و 3. 

5. ليكن البيان الموضح في الشكل اللآتي والمطلوب: أي من متتاليات الرؤوس 
مشكل ملكا يكلف بمتدان انلق :دوي 2 اوينا كلوق كل فكوا 


0 : 3 
1137 ,97 3 ,13 ولق ,11). 

© (ل 7 3 13 ,9 ,4397. 

8 7م 3 1 ,8 انو 2 
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.0 


.8 


9 


. ليكن البيان الموجه الموضح في الشكل اللآتي والمطلوب: أي من متتاليات 


الرؤوس تشكل مسلكا موجها, رحلة موجهة, مسارا موجها, حلقة موجهة, دورة 
موجهة. وما طول كل منها. 


ف 377 6 ولع 0 


9« و ولا 3_3 وا 5682 57 


9 82 97 ولا 6 
9 ولا و7 و3 وو و7 5 


ليكن البيان الموضح في الشكل اللاتي والمطلوب إيجاد: 


. مسلك من الطول 7. 3 32 


. مسلك من الطول 10. 


أطول مسار. 


.3 كل الحلقات من الطول‎ ٠. 


كل الحلقات من الطول 4. 
أثبت المبرهنة (1-2). 


ليكن (0 ,600 بياناً, بحيث إن 1(/2- م) < (5)6. برهن أن 6 بيان مترابط. 


0. ليكن 2 بياناً موجهاً بحيث إن الدرجة الخارجية لكل رأس أكبر من الصفر. 


برهن أن (1 يحتوي حلقة موجهة. 
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1. أثبت المبرهنة (6-2). 
2. أثبت المبرهنة (7-2). 
3. ليكن البيان الموضح في الشكل الآتي. جد نصف القطرء القطر والمركز. 


537 3 
37 1 
3 0 
14 .يكن البيان الموجه (1 الموضح الآتي. جد نصف القطرء القط والمركز. 
37 2« 
37 .0 
37 ا 


5. باستخدام خوارزمية ديجكسترا, جد المسافات عن الرأس م*7 للبيانات التالية 
(0) ,(ه): 
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6. باستخدام خوارزمية ديجكسترا, جد المسافات عن الرأس 80 في البيان الموجه 
(4. ,2097 الموضح في الشكل التالي: 2 


7.برهن أنه إذا كان © بياناً مترابطاً من المرتبة م, عندئذ يكون على الأقل من 
القياس 1- م. ش 


8. أثبت أن كل دورة في البيان (0 ,م)0 تحوي حلقة. 


9. أثبت أنه إذا كان البيان © من الرتبة م بحيث 2/2 < (5)0, عندئذٍ 
(©5)0 - (0)عا. 
0. لنفرض البيان (9 ,م)6, حيث 1 < 8 - (2)6 و 1 < 2 > (11)6. حدد 
القيمة الممكنة للمقادير التالية: 
© - )كا ر(ه - )»1 ,(7 - 0) كا ,(7 - )ع1 
حيث (1))0ع» ,()7اع 7 
1. ليكن البيان (0 ,0م)6, حيث 2 > (©) وليكن ,2 ,... ,70 ,9, (8+1) رأس 
من ©. برهن أن 7-7 مسار متمايز لأجل 2 ,... ,1 -1. 
2. برهن أنه إذا كان البيان © لايحتوي رؤوساً من الدرجة الفردية, عندئز © 
لتحتو جعتورا. 


3. أرسم البيانات التالية أو علل السبب لعدم إمكانية الرسم. 
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٠‏ © بيان من الرتبة 6, بحيث 2 > (6) و 2 > (0),كز. 
٠‏ © بيان مترابط من الرتبة 11 والقياس 10, بحيث لايحتوي رأساً قاطعاً. 


٠‏ 0 بيان 3-مترابط, بحيث يحتوي جسراً فقط. 


2 
24. 0 بيان 2-مترابط من الرتبة 8, بحيث يحتوي جسرين فقط. 
4. ماهو عدد الترابط للرؤوس وعدد الترابط للأضلاع في البيانات التالية: 
8. (7 ,4)كا, (5 ,4 ,3)ك1, (2 بم)ك1. 
ط. 04. 
©. بيان بيترسن. 
5. أعط مثالاً في كل من الحالات التالية: 
ه. (5)6 > )م > ()». 


.28 


.29 


٠‏ ©)5 > )نك ع (0)كى. 
(©6)ة > (6)ن > )م . 

٠‏ ©)ة > (6)ن > (6)ء. 

.,)06( > 2 ليكن 6 أي بيان يحتوي على حلقة واحدة, أثبت أن‎ ٠ 


.)9-2( أثبت المبرهنة‎ ٠ 


أثبت المبرهنة (12-2). 


ماهي كتل البيانات الموضحة في الشكلين (2) و (0). 
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إل (8) 
0. جد بيانين مترابطين غير متماتثلين, كل منهما من الرتبة 6 ومن القياس 6 
بحيث لكل منهما 3 كثل. 
1. أثبت المبرهنة (15-2). 
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الفصل الثشالث 
الأشجار 


و11 


الأشجار نوع من البيانات يتميز بأهميته الخاصة في التطبيقات المختلفة في 
الحياة العملية. ولاسيما في دراسة علوم الحاسب لتخزين واسترجاع المعلومات عن 
طريق ترتيب وتصنيف البيانات وربطها لتشكيل قاعدة بيانات. وفي الرياضيات 
والعلوم النظرية, تستخدم الأشجار لحل كثير من المسائل في دراسة تعقيد عمليات 
التصنيف والترتيب والفرز. كما تستخدم في العمليات التنظيمية الهرمية لتبسيط آلية 
ربط القواعد برأس الهرم عن طريق روابط من السهل حساب كلفتها. إن بساطة 
الأشجار وسهولة دراستها تمكننا من تعميم نتائج الدراسة على البيان. في هذا 
الفصل سوف نتعرض لبعض الميزات الأساسية للأشجار والأشجار المولدة للبيان. 


(1-3) الميزات الأساسية للأشجار (قع15 01 معتاعءرروعرط لدغخسء سمقسن) 
الشجرة (1566) هي بيان مترابط خال من الحلقات والبيان غير المترابط 
الذي لايحوي حلقات يسمى غابة (02651) وبناءً على تعريف الغابة فإن الشجرة 


غابة مؤلفة من مركبة وحيدة. 


هناك عدة تعاريف للشجرة متكافئة فيما بينها وتتضمنها المبرهنة التالية: 
585 


مبرهنة (1-3): ليكن (9 ,م)7 بيانء عندئذ العبارات الآتية متكافئة: 

. 1 شجرة. 

. بين كل رأسين في '1 مسار وحيد. 

. '1 مترابط وكل ضلع فيه هو جسر. 

1 مترابط وعدد أضلاعه (6-1). 

. عدد أضلاع '7 هو (1- () ولايحتوي على حلقات. 

. '1 لايحتوي على حلقات. لكن إذا وصلنا أي رأسين غير متجاورين فيه ينتج 
لدينا بياناً يحتوي على حلقة واحدة فقط. 


عمل اي ضن لض عن االءةُ 


البرهان: 1 :> 2. ليكن 11 و 7 أي رأسين في '1. بما أن '1 مترابط يوجد مسار 
واحد على الأقل بين :1 و *. لنفرض أن ,2 و 22 مساران مختلفان بين نا و 7» 
عندئذ هناك ضلع في أحدهما لاينتمي إلى الأخر وليكن الضلع (لا ,5) ينتمي إلى 
5 ولاينتمي إلى ي8. يؤدي الفرض السابق إلى وجود مسار بين الرأسين * و ل( 
ولايحتوي على الضلع (لا ,65. وهذا يؤدي إلى أن (لا ,)انا حلقة في '1 وهذا 
تنافض مع كون '1 شجرة ومنه نستنتج أن وم ع ربط 


2 > 3. لدينا '7 مترابط. لنفرض (7 ,3) > © وهو ضلع كيفي في '21 عندثر 
البيان +-7 > 17 غير مترابط وإلا '11 تحتوي مسارين بين 1 و 7 وهذا يناقض 
وجود مسار وحيد بينهما في 21 ومنه نستنتج أن © جسر. 


3 > 4. بطريقة الاستقراء الرياضي على عدد الرؤوس «. 
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إذا كان 1 > م فان 0 > 4. وإذا كان 2 > م فان 1 > 4. لنفرض أن النظرية:: 
صحيحة من أجل عدد الرؤوس 1 - م, عندئذٍ يكون عدد الأضلاع 2 - م - © 
ولنبرهن صحتها من أجل عدد الرؤوس «. ليكن 1 بياناً مترابطاً عدد رؤوسه م. 
بما أن كل ضلع في 1 هو جسرء فإذا حذفنا أي ضلع نحصل على مركبتين ,7 
و 15. عدد رؤوس أي من المركبتين أقل من م وليكن على الترتيب :8 و يم. 
بفرض استقراء» عدد أضلاع :1 و 12 يكون 1 - ,© و 1 - يم على الترتيب. 
منه نستنئج عدد أضلاع '1: 


1- مح 1 - زيم + بم) > 1 + (1 - يم) + (1 - رم) 


4 > 5. عدد أضلاع 1 يكون 1 -5 ولنبرهن أنه لايحتوي حلقات. ١‏ ' 


.. ...-.--- لنفرض العكس: أي أن عدد أضلاع 7 هو 1 - م ويحتوي على حلقات. ليكن © 


ضلعاً يقع على حلقة في 1, عندئذ بحذف © يبقى 7 مترابطاً ويحتوي على 2 - م 
فكروف | فاقدن بم الفبرهنة و1 


5 > 6. لنثبت أن 7 مترابط. إذا كان للبيان 1 المركبات ,1 ,... ,و1 ,,5. فإن 

مترابط ولايحتوي على حلقات لأجل ع1 ,... ,2 ,1 > 1. بما أن من (1) إلى 
(4) صحيح بالتتابع» فان عدد أضلاع :1 يكون 1 - :م. حيث ,مء عدد رؤوس :1. 

ومنه يكون عدد أضلاع 1 هو عا - م. إذاً 1 - عإ, ومنه ينتج أن 1 مترابط 
وبالتالي شجرة. من (2) بين كل رأسين ا و ” غير متجاورين في 1, يوجد مسار 
وحيد “الآن إذا أضفنا الضلع 0:9 :لك 7 اعناقة اتحصك على خلقة واحيدة 
وبالتأكيد تضم الرأسين المذكورين. 
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6 -> 1. لنفرض أن 7 غير مترابط. إذا أضفنا ضلعاً بين مركبتين مختلفتين 
لانحصل على حلقة وهذا تناقض مع (6). إذأ "7 مترابط ولايحتوي على حلقات. 


منه نستنتج أن '1' شجرة..أ 
نتيجة (1-3): الغابة المكونة من م رأس و 12 مركبة يكون عدد أضلاعها 1 - 0. 


نتيجة (2-3): كل شجرة عدد رؤوسها أكبر أو يساوي 22 تحتوي على الأقل 


رأسين من الدرجة 1. 
(2-3) الأشجار المولدة للبيان (طدرة5© 01 وعع11' عمتمسقررة). 


ليكن البيان المترابط (1 ,6)97, حيث (م79 ,... ,72 915 > (17)0. نعرف 
الشجر 5 المولدة للبيان © (866 عسنصصدمة) بأنها شجرة لها رؤوس البيان 
وأضلاعها تكون مجموعة جزئية من أضلاعه. أي يمكن أن نحصل على الشجرة 
المولدة للبيان بحذف ضلع من كل حلقة فيه حتى نحصل على بيان مترابط خال من 
الملقات ,:المطين'لقتجزة اللرادة لليان: فى ايان عاشي مناه وبالقالي وتكن: أن لعجف 
أكثر من شجرة مولدة للبيان وفي كل الأحوال لكل بيان مترابط شجرة مولدة واحدة 
على الأقل. الغابة المولدة للبيان غير المترابط لها مركبات من الأشجار بعدد 
مركبات البيان بحيث كل شجرة تكون مولدة لأحدى المركبات. 
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مبرهنة (2-3) (1981,ع1وم علو ترروع.1 عن لسممعاتمطن كه لدعطء8): ليكن 
(8 ,6097 بياناً مترابطاً. كل شجرة مولدة '1 نت تشترك بضلع واحد على الأقل مع 
كل مجموعة قاطعة. 

البرهان: يترك البرهان كتمرين للطالب. 


والسؤال» ماهو عدد الأشجار غير المتطا بقة والمولدة لبيان له م رأس. في 
البداية نعرض لنظرية كيلي والتي تعطي عدد الأشجار الممكن تشكيلها من م 
رأس. قبل عرض نظرية كيلي نشير إلى أن البيان المرمز رطهدمع 1160ءط12)ء 
هو بيان مع تطبيق غامر ومتباين من مجموعة الرؤوس إلى مجموعة الأغداد 
الطبيعية (0 ,...,2 ,1 حيث م هو عدد رؤوس البيان. 


مبرهنة (3-3) (12نامدم]1 166 08/1695)): عدد الأشجار غير المتطابقة '7 من 
الرتبة م يكون 2”م. 


البرهان: ليكن ]7 عدد الأشجار غير المتطابقة على م رأس والمرمزة بالرؤوس 
ولأ ون.. و2 وله ليكن 1-م وقعه و2 1 5 0, نرمز بي وا لعدد الأشجار والتي 
تحقق 0 > (م9)ع06. نلاحظ أن 


[حم 
والرح 11 
40-1 
لتكن 1 شجرة من النوع 1 - 4, (1- م ,....3 ,2 > 4), وليكن :7 (6 6 1) رأساً 
غير مجاور للرأس م”. لنفرض أن الرأس زلا مجاور للرأس ١:‏ ويقع على المسار 
الوحيد 9--11. نعرف الارتباط لأزواج (”1 ,1) من الأشجار بالشكل التالي -: 
389 


بلالا - رلا:9 + ”1. بما أن كل شجرة من النوع 1 - 4 تكون مرتبطة ب -1- م 
(1- 4) شجرة من النوع 4 والذي لايحتوي شجرتين متطابقتين. عندئذ مجموع 
الارتباطات بين النوعين ]38 و 1آظ يكون .عآ< (0 - ©). 


الآن سوف نجد عبارة أخرى من الارتباطات. لتكن 1' شجرة من النوع 0 
ولنفرض أن كل" ,... ,72 ,71 رؤوس مجاورة للرأس م7. لتكن 15 مركبات لب 
0-5 تحتوي :9 حيث 4 ,... ,2 ,1 > 1, و :8 > |:| على الترتيب. أي شجرة 
من النوع 1 -4 يمكن الحصول عليها من 0: -1 (4 ,... ,2 ,1 > 4) بإضافة 
ضلع بين 7 و 7 لاينتمي إلى :1. عدد الأضلاع المختلفة يكون : - 1 - 7 
(لايمكن إضافة ضلع بين رأسين في 5, أو بين :7 و م0), عندئذ عدد أشجار 
لارتباط لي "1 يكون (,م-1- م) لل بحيث لايكون شجرتين متطابقتين بينهما. 


لدينا 


(1- ص)(1- 4) - (رم -1- مارم 


- 
وبالتالي مجموع الارتباطات يكون :[1(2 - 1()0 -1). 
بالتطابق بين عدد الارتباطات السابق والحالي نجد أن 

و1 - م)(1 -4) > رما - م) (حيث 1- م ,... ,2 -0) 
نعلم أن 1 > ]2 وبالتالي نجد (1 - 2()0 - م) > يم2. بحساب ,]2 من :70 
تنحصل على 


0 2-1 
1ت م 0 كيار 


2-1 


50 


عندتدر 
2-2 )22 2-م/لم 
-- طِ 5 -- 2 ١3‏ 
ا 4 سو مارم 8 
4-0 4-1 


وهذه المعادلة هي منشور لذات الحدين, أي أن 


0 7 22-2 
.5 ”مح * ”[1+ (1-م)] - “1» مسرم 7 ا 


نتيجة (3-3): عدد الأشجار للبيان التام مك1 هو 2”م. 


مثال (1-3): جد الأشجار غير المتطابقة والمولدة للبيان بك1. 


لدينا 16 -*”م, والأشجار هي كما في الشكل (1-3): 


72 + مر ان لا هلا 6 سنا 
34 د بنذ 1 7 و 24> 
302 31غ3 372 53 37 371 7 
1 2 2 
24 3و3 74و اع 74عه و 4 


7 5 هلا 1 4لا ذا إلا ئ 
972 ع ونا 921و وا آذ 572 1غ 
54 و1 4لا 6د كن ولا 4لا 59 


الشكل (1-3) 


ليكن (2 ,6097 بيانآً مترابطاً. كيف نجد عددٍ الأشجار المولدة لهذا البيان.- 


النظرية التالية والتي تدعى مصفوفة الأشجار, تعطينا عدد الأشجار لبيان كيفي. 
سوف تقبلها بدون برهان. 

مبرهنة (4-3) (اء ةمعط ععنا-خحتطقبم عط1): ليكن 95 ,)6 ييائاً غير تافه له 
مصفوفة التجاور 4 ومصفوفة الدرجة ©. عندئذٍ عدد الأشجار غير المتطابقة 
والمولدة للبيان © يكون قيمة المتمم الجبري لأي عنصر من عناصر القطر 
اأنرئيسي للمصفوفة الأشجار 4 - 0 - 1/. 


مثال (2-3): جد الأشجار غير المتطابقة والمولدة للبيان الموضح بالشكل (2-3). 
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7ع 


2374 7 


الشكل (2-3) 
الحل: نكتب مصفوفة الأشجار 8 . 


2-1 0 0 -1 


1م 
ك0 الس ب 1 
1ك 3 ع 
11 عل (ي4- مهل ج |0 2-1 1- 0 اعم 
50 ” 


0 0 -1 2 -1 


2 1- 0 0) 
5 1م10 اع ات 


وتكون الأشجار المولدة للبيان كما في الشكل (3-3). 
71و 7ع 371 


5لا ولا 5/ا ينا 5لا 


11 12 1 


ء لمر كن 004 ولا ئ 


53 


2”2ت2 
37و 
72 


592 
5ع 
32 
ْ | 371 
72 
1 7ع 
1 
. 1 
574 
11 
ظ 5 1 
و27 
71و 
! ظ 
ظ 1 
13و 
38و 
غم 
24 
7غ 
0 
/ 
110 
| 1 


عه 
5 
34 

4ع 


33 
984 

373 

04 


الشكل (8-3) 2 


0-0 
لاحظة أ 3 3 
ل : 

قيمة | 58 عنأ 

يجلب لجبيري ي عذ هو 
عتصر 1 

من : 

صر ال 

لقطر 

.11 


2# 5 3 
ياس غخرى 
' 
5 .و 
زونة (وعع12 1 
الصغرى المو طعاء ا١ا‏ 
ك6 
11111 
اللافاق 
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البيان الموزون (طصهع 2160اع71)» هو بيان (1 ,/6)9 فيه كل ضلع ع 
أو رأس ؟ (أو كليهما) مرفق بدالة وزن حقيقية موجبة تعبر عن طول مسافة بين 
مكانين (الرؤوس في البيان تعبر عن الأماكن) أو الزمن اللازم لرحلة بينهما 
وبشكل عام يعبر عن كلفة معينة وهذه الكلفة نطلق عليها وزن ونرمز لها ب 
(©7770 أو (109. يسمع أحياناً بوجود أوزان سالبة ولاسيما في البيانات الموجهة, 
بشرط أن لايحتوي البيان على حلقة مجموع أوزانها قيمة سالبة. 


في هذا البند سوف نعرض لمشكلة أساسية في نظرية 0 
إيجاد أقصر الطرق بين مجموعة من المدن. حيث إن البحث عن أقصر الطرق له . 
قيمة اقتصادية من ناحية الإنشاء أو من ناحية مسافة التنقل والزمن اللازم لقطع 
هذه المسافات بينها. سنعتبر أنه لإنشاء شبكة من الطرق بين مجموعة من المدن: 
يكفي إنشاء طريق واحد بين كل مدينتين وبالتالي الشبكة الناتجة هي شجرة بحيث 
مجموع المسافات (أي مجموع أطوال الأضلاع للشجرة الناتجة والتي تعبر عن 
أطوال المسافات بين المدن وهنا الرؤوس) تكون أقصر مايمكن. 
يجب أن نلاحظ أن مجموع المسافات أو (مجموع الأوزان) هو مجموخ أوزان 
أضلاع الشجرة. فإذا رمزنا لوزن الشجرة ب (78/)1 فيكون 


1-م 


1700 2 


[حر 
بشكل أعم يمكن تحويل المسألة إلى إيجاد الشجرة المولدة للبيان المرمز (18 ,)© 
بحيث يكون مجموع أوزان أضلاعها أصغر مايمكن. 
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قزما يل غنوت كرض لكؤاز ةين كزوكال يداد لدو الأسجار المولدة للبيان 


خوارزمية كروسكال (1-3) (صط)ةتدمعلة4 و'لمعادناحتة): 


المعطيات: (11 ,0097 بيان مترابط موزون. 
المخرجات: شجرة القياس الصغرى ((1)9,5)1. 
الطريقة: إيجاد الضلع التالي لأصغر وزن (7706 بحيث لايشكل حلقة مع الأضلاع 


المختارة سابقاً. 
خطوات الخوارزمية: 


1-ليكن 1 »1 و2>[. 


2- اختر ضلع © له وزن أصغري بحيث (6»©15)1 وكذلك (146ئ10 لايحتوي 
على حلقة. إذا كان © غير موجود, عندئذ توقف وإلا © -> © و (:©1 >1 


3- إذا كان 1 - م - 1 عندئذ توقف وإلا 1 +1 ->1 وأذهب إلى 2. 


مبرهنة(5-3): الشجرة المولدة للبيان (:1 ,/6)9 والمختارة بطريقة كروسكال هي 
أصغر شجر 3 قياس له. 
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البرهان: ليكن (5 ,609 بياناً مترابطاً موزوناً غير تافه. بما أن الشجرة 7 الناتجة 
بخوارزمية كروسكال تتكون من م رأس و 1 - م ضلع ولاتحتوي على حلقات 
فهي شجرة مولدة للبيان © (لأن رؤوسها هي رؤوس البيان وأضلاعها هي 
مجموعة جزتية من أضلاعه). لنبرهن أن (7/7)1 أصغر مايمكن. 


لتكن "1 شجرة ما مولدة للبيان 6 ولنثبت أن ( 7901 > (181)1. ليكن 
[1مع فعة 629 و1 2 (8)1. لدينا 


: 5 ح 171 


1ح 
كذلك من خطوات الخوارزمية يكون 
)ألو ا (وع)1717 < زرع)117 


لنفرض ,6 أول ضلع من المتتالية :.م© ,...,62 ,© لاينتمي إلى ' '1. البيان الجزئي 
يه + ' 17 يحتوي على حلقة وحيدة وذلك بحنب المبرهنة (1-3). هذه الحلقة 
تحتوي على ضلع '© لاينتمي إلى 7 وبالتالي البيان الجزئي 'م يع +1 > 17 
يكون شجرة مولدة للبيان 03). بحسب خطوات خوارزمية كروسكال في إيجاد 1, 
فأن (77)6 > 77060 ومنه ينتج أن 
6 من 
نلاحظ أن '17 تشترك مع '1 بضلع واحد زيادة على الأضلاع المشتركة بين ' 1 و 
. بتكرار العملية السابقة على ':1 بدلاً من '1, نحصل على ':1 بحيث إن 
قنك كرون 
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وهكذا نستمر بهذه العملية, بحيث نحصل من كل تحويل على شجرة لها أضلاع 

مشتركة زيادة على سابقتها مع الشجرة '1. واضح أنه بعد عدة تحويلات متتابعة 

لاتزيد على 1 - م تحويل نحصل على الشجرة '1. بما أنه في كل تحويل نحصل 

على شجرة قياسها لايزيد على قياس الشجرة السابقة لها, فإننا نستنتج 
17777 

بما أن ''7 شجرة كيفية مولدة للبيان 6, فإن (77)1 أصغر مايمكن وبالتالي '1' هي 


شجرة قياس صغرى للبيان 1.0 


مثال (3-3): جد الشجرة المولدة الصغرى للبيان الموضح بالشكل (4-3), وذللك 
باستخدام خوارزمية كروسكال. 
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الحل: لإيجاد شجرة القياس الصغرى للبيان المعطى نتبع الخطوات التالية» حيث 
8 م 


11-1->1و2->1]. 

2 نختار الضلع (5,77؟) > 6, له وزن أصغري. نلاحظ أن '7(©1؟ ,و؟) و 
[770 ,و7)) نا1” لايحتوي على حلقة, عندئخٍ نضع (7؟ ,/9)-> © و 
إبع 1 > ]1 

3 -1-م2 1ح 1 عندئغ 2 -1 +1->1 وأذهب إلى 2. 

2 نختار الضلع (8؟ ,:7) > 6, له وزن أصغري. نلاحظ أن '1 ©( ,9) او 
((79 ,)11 لايحتوي على حلقة, عندئذٍ نضع (71,78)-> ,© و 
إيوع دل[ له ]1 

3 17- مع 2 - ف عندئز 1-3 +14->1 وأذهب إلى 2. 

2. نختار الضلع (؟7 ,4) > », له وزن أصغري. نلاحظ أن 7061 ,)ا و 
((76 ,101074 لايحتوي على حلقة, عندئذٍ نضع (7 ,,9)-> و© و. 
زوع نا هم 1[ 


3 7->1- م 3-ق عندتز 4 -1 +1->1 وأذهب إلى 2. 


2 نختار الضلع (م7 ,,) > 6, له وزن أصغري. نلاحظ أن '70(©61 ,92) و 
((7 ,ن4)9ل16 لايحتوي على حلقة, عندئذ نضع (78 ,92)-> 64 و 
يوان > 1. 

3 1-7-مععو4 - 4 عندئذ 5 -1+1->1 وأذهب إلى 2. 

2 نختار الضلع )0ه 971 --0, له وزن أصغري. تلاحظ أن 61( 71 
لكن ((10907,72ل16 يحتوي على حلقة وبالثالي اختيار الضلع (971,572) 
مرفوض. 

3 1-7-معو4 -ق عندئذ 5 -1 +1-> 1 وأذهب إلى 2. 

2. نختار الضلع (7 ررب) حم -لموزن أصغري: تلاحظ أن “تع (رجرر )و 
[(77 ,10972 ل1' لايحتوي على حلقة, عندئذٍ نضع (77 ,9)-> و6 و 
لوء؟ل1 > [. 

3. 1-7 - مع 5 - 1, عندئذ 6 -1 +1-> 1 وأذهب إلى 2. 

2 نختار الضلع (76 ,975) > ع, له وزن أصغري. نلاحظ أن '7(©61 ,95) و 
((1)975,7ل١1'‏ لايحتوي على حلقة, عندئذٍ نضع (95,76)-> 66 و 
(معآنآ1 > ]1 ش 


3. 1-7- ع« 6-ق عندئذ 1-7 +-1->1 وأذهب إلى 2. 


00100 


2. نختار الضلع (77 ,4) > 6, له وزن أصغري. نلاحظ أن '7(61؟ ,) و 
[(77 ,1074ل1' لايحتوي على حلقة, عندئذٍ نضع (77 ,,9)-> ب و 


(بعان1 > 1. 


3. 1-7-م-7 2ق عندئذ توقف. 


وتكون شجرة القياس الصغرى للبيان (8 ,/6)9, كما في الشكل (5-3) وقياسها 


257 د مر 


[دزر 


277 


33و 


الشكل (5-3) 
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(4-3) الأشجار وعلوم الحاسب (عع5627 7ع4نامطد0) سه وء126). 


للأشجار استخدامات كثيرة في علوم الحاسوب ومن ذلك أهميتها لتمثيل 
المعطيات. يمكن للأشجار أن تصف العلاقة بين أنواع من المعلومات» حيث يلاحظ 
سهولة التعامل معها ومعالجتها من خلال تمثيلها على الأشجار. 


(1.4-3) الأشجار الثنائية (وعع1 1ه د81). 


للأشجار الثنائية أهمية كبيرة في تمثيل وتحليل المعطيات (1318) والتي 
تستخدم في الدراسات الحاسوبية ولاسيما دراسة تعقيد وتحليل الخوارزميات. 


تنقسم الشجرة الثنائية إلى مستويات بحيث يتوضع رأس واحد في المستوى 
0 يدعي جذر الشجرة (2001) ونرمز له ب 5. في المستوى 1 نجد رأسين, رأس 
على يمين الجذر ويدعى الابن الأيمن للجذر (14نتاه +81) ورأس أخر على يسار 
الجذر ويدعى الابن الأيسر للجذر (08314 1616). عندما يكون للجذر أبناء فهو أب 
لهما (68]561) بالطبع هناك ضلع بين الأب وكل من الأبناء فقط. يمكن أن يكون 
لكل أب ولدان على الأكثر (يميني ويساري) ويصبح عندئذ أب, أي للابن اليميني 
ولدان يميني ويساري وكذلك للابن اليساري ويحتلون المستوى رقم 2 وهم أحفاد 
للجذر + . وهكذا دواليك يمكن أن يكون لك أبن أولاد بنفس الطريقة السابقة. ويجب 
ملاحظة أنه يمكن أن يكون لأي أب ولد واحد يميني أو يساري ولا يمنع أن يكون 
للابن الوحيد ولدان. . 
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نلاحظ أنه على الأكثر 
في المستوى 0 يكون عدد الرؤوس 1. 
في المستوى 1 يكون عدد الرؤوس 2. 
في المستوى 2 يكون عدد الرؤوس 4. 


ومنه نستنتج على الأكثر 
في المستوى 1 يكون عدد الرؤوس “2. 


تدعى الشجرة الجزتية المكونة من الابن الأيسر للجذر وما يتبعه, بالشجرة الجزئية 
البسرى وحيث الابن الأيسر يكون جذرها. كذلك تدعى الشجرة الجزئية المكونة من 
الابن الأيمن للجذر وما يتبعه, بالشجرة الجزئية اليمنى وحيث الابن الأيمن يكون 
جذرها. نرمز للشجرة الثنائية بالرمز-(,5 ج ,)7 حيث جذرها :, :1 الشجرة 
الجزئية اليسارية و 72 الشجرة الجزئية اليمنى. إذا كان كل رأس في الشجرة 
الثنائية له ولدان أو لايملك أولاد نهائيا, عندئذ تدعى الشجرة بشجرة ثنائية كاملة. 
الرأس الذي له أولاد يدعى برأس داخلي وتكون درجته أكبر من 1, والرأس الذي 
ليس له أولاد يدعى برأس خارجي أو أحيانا بورقة 1684) وتكون درجته تساوي 
1. نقول عن رأسين إنهما شقيقان إذا كان لهما نفس الأب. 


مثال (4-3): في الشكل (5-3) نلاحظ الشجرة الثنائية '7. حيث 
الجذر :", الابن الأيسر :, الابن الأيمن و7. 

أبناء 7 تكون +7 و .7, الأيسر والأيمن على الترتيب. 

أبناء 7 تكون 76 و «7, الأيسر والأيمن على الترتيب. 
الرؤوس الداخلية للشجرة هي ”7 ,ولا. 
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الرؤوس الخارجية (الأوراق) للشجرة هي +77 ,6؟ ,5لا ,ولا. 


الشجرة الجزئية اليسرى 11 لها الجذر 72 والرؤوس 75 ,4 أوراق فيها. 
الشجرة الجزئية اليمنى 12 لها الجذر 5 والرؤوس +7 ,76 أوراق فيها. 
نلاحظ أن الشجرة الثنائية (12 ,1 ,1091 شجرة كاملة. 
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الشكل (5-3) 


من أهم العمليات على الأشجار الثنائية هي القياسات الحسابية المطبقة عليها 
والمستخدمة في حساب تعقيد الخوارزميات التي تستخدم هذه الأشجار لتمثيلها 
ونذكر بعض منها. ' 
قياس شجرة 1 هو عدد رؤوسها ويكون |(1)1| ويكون قياس الشجرة الخالية 
مساوياً للصفر أي 0 > |(15)10|. يمكن أن نحصل على قياس الشجرة غير الخالية 
1 بالشكل التالي: 


[(00 ”1 + |(10)ما| + 1 > إر1 م ,)| > )ما 


.حيث + جذرها و ,1 الشجرة الجزئية اليسرى و :1 الشجرة الجزئية اليمنى. 
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ارتقاع رأس .. (,)ن (أو بعد رأس عن الجذر) و 0 
هذا الرأس وجذر الشجرة : ويناء عليه يكون ش 


0> قط 
(كاط + 1 > رمم 

حيت إن الرأس :* يكون ا للرأس ببع. 
ارتفاع الشجرة الثنائية (6)1, يكون أكبر ١‏ 


رتفاع لرأس في الشجرة أي 
عب : كط هم > )يط 


عرد الم 0ه عر صو و ورين بور دوروو رن 
مسافة التجوال ضمن شجرة 0 


مآ هو مجموع ارتفاعات رؤوسها أي أن 
0 -1005 
(0) تعب 
مسافة التجوال الداخلي ضمن شجرة (0101.آ, هو مجموع ارتفاعات رؤوسها 
الداخلية 


570 > (1) 1.01 
!<(ع«)ق 1(4) لآعن 
مسافة التجوال الخارجي ضمن شجرة (012)1)], فد مجموع ارتفاعات رؤوسها 
الخارجية (الأوراق) أي ارتفاع الرؤوس التي درجتها تساوي 1. 
ْ 1100 2 -(1.)010 
0471م )تير 
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من الشجرة الثنائية في الشكل (5-3) نلاحظ مايلي: 


8 - 10180 ,2 - (01)5.آ ,10 - (10)1 ,2 - 8017 


إن أبسط الأمثلة التطبيقية على الأشجار الثنائية هي تمثيل أعداد فيبوناتشي. 
نعرف معادلة إيجاد أعداد فيبوناتشي (زعء515083) بالشكل التالي: 


يمكننا تمثيل عملية إيجاد أعداد فيبوناتشي باستخدام الأشجار الثنائية» ليكن 5 > 8؛ 

عندئذ الشجرة الثنائية كما في الشكل (6-3). 

تلاحظ أن 
21+01 +1 - را 
1+1-2 8/2 + رط - و] 
2+1-3 دية8 + روط بآ 
2-5+ 3 2 و[ + رط ح و18 


لحساب 1 (2 > 1 > 2) يلزم حساب 2:7 و ي:5: بشرط أن تكون الأدلة أكبر أو 
تساوي الصفر. 


تستخدم أعداد فيبوناتشي وطريقة تمثيلها على الأشجار الثنائية كمثال لدراسة 
الخوارزميات العودية وحساب تعقيدها ومن المعروف سهولة حساب تعقيد 
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الخوارزميات العودية باستخدام الأشجار الثنائية. نلاحظ أنه لحساب 85, يلزم 
5 > 1- 27 استدعاء ل :1, وبشكل عام يلزم 2*3 استدعاء لحساب ,5. 


وآ 


الشكل (6-3) 
00 4-3.) الأشجار وشفرات هوفمان (0065© طسهط 151 سه 12»65). 
أكثر الطوق استخداماً لتمثيل الرموز داخل الحاسوب هي استخدام سلاسل 


الرموز ثنائية الأرقام والثابتة الطول ومثال على ذلك, الشفرة القياسية الأمريكية 
لتبادل المعلومات 5011.ل, حيث كل رمز مؤلف من سبعة أرقام ثنائية هي 1 ,0. 
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تختلف شفرة هوفمان عن شفرة 45011, بأنها تستخدم تمثيل للرموز بسلاسل ثنائية 
الأرقام ومتغيرة الطول. وبحيث تمثل الرموز الأكثر استخداماً بسلاسل قصيرة 
الطول وتمثل الرموز الأقل استخداماً بسلاسل طويلة. بهذه الطريقة يكون تمثيل 
مجموعة سلاسل الرموز المستخدمة لتمثيل نص (661) أو برنامج (متهمع0:م) 
أن ازهور ,رجاسوة اشاعلا جررا قل .من ينشفل' ساب ايدلل وخقر اك قلينة 
الطول في شفرة 5011 ل.. من الأمثلة العملية لاستخدام شفرة هوفمان, هي في جهاز 
تسجيل الفيديو كاست, حيث يستخدم شفرة هوفمان لتوليد أعداد يدخلها المستخدم 
ليتم اختيار أي من البرامج المراد تسجيلها 


الشفرة الثنائية هي عبارة عن سلسلة من البتات عناصرها 1 ,0 تدعى 616 0 و 
4 1 وكل سلسلة تدعى كلمة شفرة (00067010). 

يتم بناء شفرة هوفمان لمجموجة من الرمون, باستخدام الأشجار الثنائية._.في.البداية 
نرسم شجرة.ثنائية بحيث تكون أوراقها ممثلة للرموز المعطاة (هذا يعني كل ورقة 
تعطي رمزاً مختلفاً). بعد ذلك نخص كل ضلع يذهب إلى ابن أيسر ب 0 وكل 
ضلع يذهب إلى ابن أيمن بي 1. عندئذ كل رمز يوافق كلمة الشفرة المكونة من 
سلسلة أضلاع المسار من الجذر إلى الورقة التي تخص الجذر. 


مثال (5-3): لتكن الرسالة من الأحرف (ع ,1 ,© ,0 ,© ,8 ,48 حيث لها الشفرة 
الموضحة بالجدول التالي: 


٠ إج#نمز‎ 2 1 6 | 


بكم 7 0010 000 لهات 


جدول (1-3) 
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نمثل هذه الرسالة باستخدام الشجرة الثنائية, حيث كل حرف يمثل بمسار ينطلق من 
الجزر إلى الورقة التي تمثل الحرف, وكل ضلع يتجه لليسار يحمل (0)518 وكل 
ضلع يتجه لليمين يحمل (1)61, لاحظ الشكل (7-3). 
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الشكل (7-3) 


لتكن (2 ,... ,2 ,1 >1 : :و4 ,1 قائمة الرموز (الأحرف) في نص معين. 
و 5 عدد مرات تكرار (56068113) ظهور الرمز :8 في النص. ليكن طول 
الرمز (:162)5 من ال بتات (61]5). عندئذ طول النص يعطي بالعلاقة التالية: 


7 


3 


[<زر 
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طول الكلمة يمكن أن يكون ثابتاً أو متغيراً. لكن طول الأحرف عادةً يكون ثابتاً في 
التمثيل الثنائي. إذا استعضنا عن طول (وزن) الرمز (165)50 بطولها الممثل ثنائيا 
احيث 2 ,... ,2 ,1 > 1 (أي طول المسار من الجذر إلى الورقة التي تحمل 
الرمز), عندئذ متوسط طول (وزن) النص يكون 


27 
21 
1د 


نهدف من ذلك الوصول إلى أفضل طريقة لتمثيل تكرار الرموز في القائمة .آ 


مثال (6-3): لنفرض أن تكرار كل رمز من في المثال (5-3), يعطى بالجدول 
التالي: 

0 
.13 


عندئذ متوسط طول (وزن) الشفرة المعطاة في المثال (5-3), تكون 


| م ]| هع كه اه | ط | شه | مامز 


ل ل امسدة 


جدول (2-3) 


+ (4)0.1 + (4)0.1 + (4)0.05 + (300.2 - :180 7 2 
1[در 


300.25( + 3)0.15( + 3)0.15( - 5 


الخوارزمية التالية لهوفمان والتي تقدم لنا كيفية الحصول على شفرة 
مصدرية مثلى لمجموعة رموز (نص 165) باستخدام الأشجار الثنائية. 
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خوارزمية هوفمان (2-3) لبناء شفرة مصدرية (تصسط)1دمع41 سمس كد21 ): 


المعطيات: مجموعة من الرموز (مة ,... ,و8 ,:5) وأطوالها (أوزانها) على 
الترتيب (م/8 ,... ,182 ,90 . 

المخرجات: شجرة ثنائية تمتل الشفرة المصدرية للرموز مع عبارة شفرة لها أقل 
متوسط للطول (للوزن). 

خطوات الخوارزمية: 


1- في البداية, ضع غابة '1 من رؤوس معزولة ,5 ,... ووه ,5 مع الأوزان 


وأ ب وآ ولا 7 

2 - من 1-1 إلى 2-1, أكرر. 

2- اختر من 1 شجرتين 12 ,71 بأقل وزن من 5. 

2- ابن شجرة ثنائية جديدة, بحيث يكون لجذرها, 1 شجرة جزئية يسرى و 
2 شجرة جزئية يمنى على التوالي. 

2- ضع وزن 0 على الضلع المضاف إلى 11 ووزن 1 على الضلع 
المضاف إلى 19. 

2- أعط للشجرة الجديدة الوزن (12) + (10). 

2- استبدل الأشجار 112 في الغابة [, بشجرة جديدة '7. 


3- عندما تصبح 1[ شجرة (غابة مكونة من شجرة وحيدة), تكن الشجرة 
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000 


الثنائية المطلوبة هي '1. 


الشجرة المبنية في الخوارزمية (2-3), تسمى شجرة هوفمان من أجل قائمة 
من الرموز وهي توافق الشفرة المصدرية لشفرة هوفمان. 


مثال (7-3): استخدم خوارزمية هوفمان للمصول شفرة مصدرية مثالية وذلك 
للرموز المرفقة مع نسبة تكرارها في الجدول التالي: 


اي عام ايا 


جدول (3-3) 


الحل: 


الخطوة 1: نضع الغابة المكونة من الرؤوس فقط مع أوزانها (نسب تكرارها). 


015 015 025 0.1 0.1 .2 005 02 
© ىو 6 © ل © 
8 9 8 8 2 5 2 


الخطوة 2: من 1 >1 إلى 1-2-1 كرر. 
الخطوة 1.2: نلاحظ أن الرمزين (الرأسين, الشجرتين) © ,8 لهما أقل وزن, عندئذٍ 
1-6 وه > 12 و يتحدان في شجرة واحدة '1, بحيث يكون 


5ش - 0.1 + 0.05 > (1), + (7)10 - 1 
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0.2 015 


الخطوة 2.2: نلاحظ أن الرمزين (الرأسين, الشجرتين) 4 ,1 لهما أقل وزن, 
عندئذ 1 >1 و 12-4 و يتحدان في شجرة واحدة 1, بحيث يكون 


5 - 0.1 + 0.15 > (و1)س + (05)س - زبو 


02 025 015 0,15 
© 6© © 
1 3 


6 


2 


الخطوة_3.2: نلاحظ أن الرمزين (الرأسين, الشجرتين) ع ,5 لهما أقل وزن, 
عندئد 1 >11 و ع > 12 وايتحدان في شجرة واحدة '1, بحيث يكون 


0 - 0.15 + 0.15 - - (يك)س + (1)س د ومو 
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الخطوة 4.2: نلاحظ أن الرمزين (الرأسين, الشجرتين) (4 ,© ,0) ,8 لهما أقل 
وزن, عندئخ ه > 11 و !إل ,© ,45 - 12 و يتحدان في شجرة واحدة '1, ويكون 
5 - 0.2 + 0.25 - - (ر1 )ب + (1)” - (77)1 


045 025 030 


الخطوة _5.2: نلاحظ أن الرمزين (الرأسين, الشجرتين) (4 ,© ,46 ,3 لهما أقل 
وزن, عندئذ »© > 1 و (إع 5 - 12 و يتحدان في شجرة واحدة 1, ويكون 
5 - 0,30 + 0.25 - - (ر1)/ + (1) > (7)1 
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الخطوة 6.2: نلاحظ أن الرمزين (الرأسين, الشجرتين) (8 ,كرة) ,07 ,هبط ,2) 
لهما أقل وزن: عندئخ (0 ره ,ط ,9) 117 و (8 ,1 ,©) > 12 و يتحدان في شجرة 
واحدة '1, ويكون 


1 > 0.55 + 0.45 - > (ي1)س + (,1)س - (ل)بو 
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شجرة هوفمان الناتجة عن جدول التكرار. 


020 الخطوة 3: نلاحظ أن 7 - 8 و 6 - 1- 7 > 1- 8 > 1. عندئذ شجرة هوفمان 


تكون الشجرة الناتجة في الخطوة (6.2) وهي الموافقة للجدول التكرار (3 ,3). 
وبتحليل الشفرة الموافقة لشجرة هوفمان نحصل على الجدول التالي: 


| © | اء| 4 ا ء | ط | 8ه | مم1 | 


000عس٠104(‎ 00 | 0100 0101| 011 10| 1110| 1 


الجدول (4-3) 


ملاحظة: إذا حسبنا متوسط طول (النص) عبارة الشفرة المصدرية الناتجة نجد أن 


+ (300.1 + (4)0.1 + (4)0.05 + (2)0.2 - ,18 ر/ 2 
1ع 
7- (300,15 + (3)0.15 + (200.25 
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نرى أن متوسط طول (وزن) الشفرة المصدرية هو أقل من متوسط طول (وزن) 
الشفر المصدرية لنفس الجدول التكراري للأوزان في المثال (6-3) وهذا ناتج عن 
إمكانية اختيار البداية في تكوين شجرة هوفمان وكذلك عند الاختيار بين رمزين 
(رأسين, شجرتين) لهما نفس التكرار. على سبيل المثل في الخطوة (2-2) يمكن 
اختيار تكوين شجرة من الرأس 4 مع الرأس + أو الرأس ع بدل اختيار شجرة من 
الشجرة الناتجة من الخطوة (1-2) مع الرأس 1. وكل الاختيارات صحيحة لأنها 
تعتمد اختيار الوزن الأصغر. في كل الأحوال الشجرة الناتجة تكون شجرة 
هوفمان المثلى. سوف نعتمد الاختيار لأقل الأوزان من اليسار. 


(5-3) الأشجار الموجهة (وع»7:2 01:60160). 


كما للأشجار غير الموجهة أهميتها التطبيقية في كثير من فروع العلم 
بالإضافة للحياة العملية. فإن للأشجار الموجهة أهمية إضافية لكونها تحدد الاتجاه 
والمسار المطلوب بدقة أكثر. ولاسيما أننا نعلم أن أي عمل يتطلب تحديد خطوات 
متتالية لإنجازه وتحديد اتجاه الخطوة التالية للخطوة السابقة. 


الشجرة الموجهة (8:66 01:66160) (4 ,1)97, لها رأس متميز يسمى جذر 
(5001) :, بحيث لأجل أي رأس 7177019 يوجد مسار موجه من الجذر + إلى 7؟. 
بمعنى أخر يمكن الوصول بمسار من الجذر 1 إلى أي رأس (757)1. هناك عدة 
ميزات تصف الشجرة الموجهة نجملها بالمبرهنة التالية: 
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مبرهنة (6-3): (1988 ,0014) ليكن (4. ,2)9 بياناً موجهاً, عندئذ تكون 

الشروط التالية متكافئة: ْ 

1. البيان الموجه '1, شجرة موجهة. 

2 البيان الموجه '1, له جذر + ولكل رأس 7©77, يوجد مسار موجه وحيد 
5-7 في 1. 

3. البيان الموجه '1, له جذر + بحيث 0 - (11)2 ولكل رأس 7اج7 عد ", 

.1000-1 

4. البيان الموجه 7 له جذر #, ولكل رأس أخر 72377 22 :, هناك مسار 1-7 
وكل قوس في 1 يكون جسرا. 

5. البيان '7 مترابط, ويحتوي رأسأً + بحيث 0 > (14)4, ولكل رأس أخر 
7اع7 خب 1 يكون 1 - (10)7. 


البرهان: بشكل مشابه لبرهان المبرهنة (1-3), لذلك تترك للطالب كتمرين. 


يكون البيان الجزئي '7 شجرة موجهة مولدة للبيان الموجه (ك. ,/209, إذا 
كان 1 شجرة موجهة بحيث (700 > (1)1 ولكل قوس (6©4)1 يكون 
(4)0»ه. لمعرفة عدد الأشجار المولدة للبيان الموجه (1, نحتاج لتعريف 
مصفوفة الدرجة الداخلية للبيان الموجه. 
ليكن (9 ,2)0 بياناً موجهاً, وليكن 73 عدد الأفواس الموجهة من الرأس [ إلى 
الرأس عا, عندئذ نعرف مصفوفة الدرجة الداخلية (20811 2068266]) للبيان (1 
من القياس 50م بالشكل [«بك] - به - ((1[):بل, حيث 
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كدر 17 [10 
عأعدر / ورب| 14 
سوف نقدم المبرهنة التالية والتي نقبلها بدون برهان. 


مبرهنة (7-3): (1988 ,60110) البيان الموجه رك ,/ا)(آ, يكون شجرة موجهة, 
إذا وفقط إذا كان لمصفوفة الدرجة الداخلية [» نك] > (10):خ, الخواص التالية: 

1 - ربل عندما 1- [, 1 ح ربل عندما 1ع [. 

2. محدد المرافق الجبري لموقع عنصر الجزر (1,) في ((1)رخ, له القيمة 1. 


نتيجة (4-3): ليكن 2 بياناً موجهاً, له مصفوفة الدرجة الداخلية بل. إذا 0 > إرذ| 
عندئ (1 ليس شجرة موجهة. 


مبرهنة (8-3): عدد الأشجار الموجهة ذات الجذر :, والمولدة للبيان الموجه [, 
يساوي قيمة المحدد الجبري لموقع عنصر الجذر للمصفوفة (():4, (أي قيمة 
محدد المصفوفة (4:00 بعد حذف سطر وعمود الرأس 1 (الجذر)). 


البرهان: ليكن ج12 البيان الموجه الناتج من البيان غير الموجه 6 وذلك باستبدال 
كل ضلع 70 > © بقوسين باتجاهين مختلفين لل ركتا. ليكن (ى10)لا7؟ 
(كذلك (7)3اكك,), عندئذٍ يوجد تقابل واحد لواحد بين مجموعة الأشجار المولدة 
للبيان 0 ومجموعة الأشجار الموجهة ذات الجذر + والمولدة للبيان م72. ولإثبات 
ذلك, نفرض 1 شجرة مولدة للبيان 6 ولنفرض أن (28)01/ > ه. لتكن *7 


119 


شجرة موجهة بالجذر #, نحصل عليها من 1 بالشكل, بوضع ع6 
)5ع جه - إذا كان ( ,)جل > (1 ,)جل 
و )عدت دع إذا كان (1,؟)جل < (1 ,ت)جل 


عندئذ لأجل كل شجرة "1 مولدة للبيان 6 تحصل على شجرة موجهة مثمايزة ”1 
مولدة للبيان ى(1. 


العكس: لتكن لدينا *7 ذات الجذر «, عندئذ بتجاهل الاتجاهات على الأقواس 
نحصل على شجرة '1 مولدة للبيان 1. 


نتيجة (5-3): المبرهنتين (4-3) و (7-3) تنتجان نفس المصفوفة, أي أن (6)/ 
(م4:)2 -, حيث 1 هو البيان الموجه الناتج من البيان الغير ) بالمبرهنة (7-3). 


مثال (8-3): جد عدد الأشجار الموجهة ذات الجذر 8 والمولدة للبيان الموجه (1 
الموضح في الشكل (8-3). 


أذ 


17 ئ 


1 060 0-1 
0 0-1 2 0 
60 2-1 0 20م 
0 2 0-1 0 
1 0 0-1-1 


عندتذ عدد الأشجار هو قيمة المحدد بعد حذف سطر وعمود الجذر. 
0 1- 0 2 
0م 1 2 0 
0 2 0-1 
1[ 0 1- 1 


وبالتالي نجد أن 6 > إبذ| )06. 
إذأ هناك 6 أشجار مولدة للبيان (1 وهي موضحة بالشكل التالي: 
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37 


33 
مذ 


8و 


92 
7غ 


14 


غ3 


زط 
7غ 
7و3 
ا 
1 
37 
5392 
7ع 
ع 
274 


13 


7و3 59711 


000 و1 


ليكن (4 ,)2 بياناً موجهاً موزون الأقواس. سوف ندرس مسألة إيجاد 
أصغر شجرة موجهة جذرها 0* بحيث تضم كل الرؤوس الممكن الوصول أليها 
من الرأس 7 في البيان الموجه 7. نسمي الشجرة الناتجة بشجرة القياس الأصغر 
العظمى (أي لها أصغر وزن (مسافة) بين الرأس 70 وأي رأس أخر 7:1 حيث 
0 1, وتضم أكبر عدد من الرؤوس الممكن الوصول أليها من الرأس الجذر م؟) 
أن عملية إيجاد شجرة القباس الأصغر العظمى, هي بالحقيقة ايجاد أقصر مسار 


موجه من الرأس 0 إلى أي رأس أخر ولاغة :؟, في البيان (1. 


البيان الموجه المترابط البسيط هو بيان يحقق الخاصة, إذا كان (0//ع7 
عندئخ (([)ل ع نام. 


نقبل المبرهنة التالية بدون برهان. 
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مبرهنة (9-3) (1988 ,6014): ليكن (4 ,2)17 بياناً موجهاً مترابطاً وبسيطاً و 
(705900. ولتكن 1 شجرة جذرها 70, بحيث تحتوي كل الرؤوس الممكن 
الوصول إليها من الرأس 0. ليكن (1.)0 قياس المسار الموجه من الرأس 7 إلى 
الرأس ا في 1. وليكن 0 - (70).آ, عندئذ '1' هي شجرة القياس الأصغر العظمى 
نسبة للمصدر 7 إذا وفقط إذا كان لأجل كل وتر (7 ,) المتجه من 12 إلى ”7 في 
'1 يكون 

7١‏ بقت)ط + (3ا)سآ > (07)نآ 


خوارزمية (3-3): إيجاد شجرة القياس الأصغر العظمى. 


المعطيات: (4. ,12)17 بيان موجه بسيط مترابط وموزون و70 جذر. 


.-. .. المخرجات: شجرة القياس الأصغر العظمى ((1)97,8)1. 


الطريقة: إيجاد شجرة موجهة جذرها 70 تضم كل الرؤوس الممكن الوصول إليها 
من الجذر 0", ثم دراسة الأقواس الباقية والتي تصنع حلقة مع رؤوس '1. 
خطوات الخوارزمية: 
1- اختر شجرة موجهة 10 جذرها 70 مع كل الرؤوس الممكن الوصول إليها 
بمسار موجه من 70 ونرفق كل رأس (7:657)1 + 70 بطول المسار إليه 
من ولا, وليكن (:1)9. 
2- لأجل كل قوس ((4)1ع6 و (:4)1.»ء. ليكن (7 .7) > © وتر في حلقة 
(أي يصنع مساراً أخر إلى الرأس :؟). إذا كان العلاقة التالية محققة 


(7 )مآ + (و)آ > (:).آ 
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نبقي الشجرة :1 على حالها, وإلا نحذف من 


الشجرة :1 أخر قوس يصل 
إلى الرأس * وأضيف القوس (زلاى7) “6 ونحصل على الشجرة ,,1. 
3- هل هناك أوتار 58 تصنع مساراً مختلفاً لأي رأس في 11 . إذا كان يوجد, 


عندئذٍ كرر الخطوة 2 دإلا تكون +ؤ1 هي شجرة القياس الأصغر العظمى. 


مثال (9-3): باستخدام الخو ارزمية (3-3), 
والتي جذرها 0 للبيان الموجه المو 


جد شجرة القياس الأصغر العظمى 
زون (آ, المو ضح في الشكل (9-3). 


الشكل (9-3) 
الحل: لإيجاد شجرة القياس الأصغر العظمى للبيان الموجه المعطى نتبع الخطوات 
التالية: 


1. نختار الشجرة 7 ذات الجذر 76 مع كل الرؤوس الممكن الوصول إليها بمسار 
#مجه من 70 ونرفق كل رأس بطول ( 


وزن) المسار إليه من الجذر, و 7 
موضحة بالشكل التالي: 
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(8) 18 (02 م 


92 )3( 7/6 )5( 


(7) ولا (2) 4لا (3) ولا 


1 


2. نلاحظ أن القوس (571 ون) > 6, هو وتر ويصنع مساراً آخر إلى الرأس :7 


في 10, وحيث 
1 2 3-2 > (رن؟ ,وآ + ()آ > 2 - (.آ 


غير محققة, عندئذ نحذف القوس (7 ,0/) > © من الشجرة 10 ونضيف إليها 


القوس (77 ,") - © ونحصل على الشجرة ٠11‏ . 


6( نما (1) 7 


37قو [6©9) 7/6ق 


4 كا (2) 74 (8 ولا 


1 
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3- هل هناك أوتار للبيان (1, تصنع مساراً مختلفاً لأي رأس في 17. نعم, عندئذٍ 
كرر الخطوة 2. 


2. نلاحظ أن القوس (71 ,؟) > 6, هو وتر ويصنع مساراً آخر إلى الرأس ١‏ 
في 11, وحيث 
1-1 2 ح (وية )نآ 3 (وناك)نآ > 3- (وواآ 


غير محققة, عندئذٍ نحذف القوس (7 ,70) > © من الشجرة 11 ونضيف إليها 
الفوس (94,73) > © ونحصل على الشجرة 12. 
©« 00 م 


,27 


--(5-05ا 0 (52803 يه 

("2(2 

(7) ولا (2) 4لا (1) وب 
1 


3- هل هناك أوتار للبيان 1, تصنع مسار مختفاً لأي رأس في ,1. نعم, عندئذٍ 
كرر الخطوة 2. 


2. نلاحظ أن القوس (75 ,77) > 6, هو وتر ويصنع مساراً آخر إلى الرأس ,/ في 
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1 وحيث 
7-1-6 - (ون ,)مآ + (رو)نآ > 7 - (وبنآ 


غير محققة, عندئذ نحذف القوس (76 ,72) - © من الشجرة 12 ونضيف إليها 
القوس (76 ,ب”9) > © ونحصل على الشجرة 15. 
(8) 78 44 لذ 


(5) 6لا 


1720 03( 


(6) ول (2) 4لا (1) ولا 
15 


3- هل هناك أوتار للبيان 5, تصنع مسارا مختلفا لأي رأس في 12. نعم, عندئذٍ 
كرر الخطوة 2. 


2. نلاحظ أن القوس (78 ,2) > 6, هو وتر ويصنع مسارا آخر إلى الرأس 78 في 
15 وحيث 
2-3-2-1 (ع؟ رو9)نآ + (ووانآ > 8 > (ووارآ 
غير محققة, عندئذ نحذف القوس (7 ,77) - © من الشجرة 15 ونضيف إليها 


القوس (78 ,2؟) > © ونحصل على الشجرة +1. 
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(1) ولا 0 9 


(6) ولا (2) 4لا (1) ولا 
14 


3- هل هناك أوثار للبيان 1, تصنع مساراً مختلفاً لأي رأس في 12. كلا, عندئذ 
توقف. وتكون +1 شجرة القياس الأصغر العظمى للبيان 2 نسبة للجذر 70. 
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تمهللسزرم ين: 
1. أثبت النتيجة (1-3). 
2. أثبت النتيجة (2-3). 


أثبت المبرهنة (2-3). 


دنا اح 


برهن أنه إذا كانت (18 ,109 شجرة, عندئذ لأجل أي ضلع (6615)1 يكون 
ل » - 1 مركبتين فقط. 


5 قبت النفيحة (3-3): 
6. برهن أن أي بيان مترابط (0 ,6)0, يحتوي على الأقل 1 - م ضلع. 
7 لتكن '1 شجرة, برهن أن مركز 1 يحتوي رأسا أو رأسين متجاورين. 


8. لتكن (مل ,... ,وك ,)5 متتالية من الأعداد الصحيحة الموجبة. برهن أن 5 


#« م 
متتالية الدرجة لشجرة إذا وفقط إذا كان البيان مترابطا و (1-م)2-,2,4 . 


در 


9. جد الأشجار غير المتطابقة والمولدة لكل من البيانين (2 ,15)2 ,(3 ,1)3 هل 
يمكن استنتاج دستور لحساب عدد الأشجار المولدة للبيان (2 ,8)ك1. 


0. جد الأشجار غير المتطابقة والمولدة للبيان الموضح بالشكل. ماذا تستنتج 
بالمقارنة مع المثال مثال (2-3). 
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233 2374 
1. برهن أن البيان 0 لايحتوي حلقة, إذا وفقط إذا كان كل بيان جزئي محدث 
فيه يحتوي رأساً من الدرجة 1 على الأكثر. 


2. أحسب زمن تعقيد خوارزمية كروسكال. 


3 جد الشجرة المولدة الصغرى للبيان الموضح بالشكل, وذلك باستخدام 
خوارزمية كروسكال. 


4. هل يمكن إيجاد الشجرة المولدة الصغرى لبيان بسيط غير موجه بطريقة 
حذف الضلع ذات القياس الأكبر في كل حلقة في البيان. طبق النتيجة على 
البيان في التمرين (13). 

5. حاول أن تجد الشجرة المولدة العظمى للبيان الموضح في التمرين (13), 
وذلك باستخدام تعديل لخوارزمية كروسكال. 


6. ارسم كل أنواع الأشجار الثنائية من الرتبة 3 و 4 وغير المتماثلة بموقع 
الجذر. 

7. ارسم كل أنواع الأشجار الثنائية من الرتبة 5 وغير المتماثلة بموقع الجذر. 

8. ارسم الأشجار الثنائية التالية. إذا لم تتمكن من ذلك, وضح السبب؟. 

8. شجرة من الرتبة 12, وارتفاعها 4. 

ط. شجرة من الرتبية 12, وارتفاعها 5 مع 5 أوراق. 

». شجرة من الرتبة 14, وارتفاعها 3. 

4. شجرة من الرتبة 14, وارتفاعها 4 مع 6 أوراق. 

©. شجرة من الرتبة 14, وارتفاعها 3, بحيث إن لكل رأس داخلي 3 أبناء. 


19 استخدم خوارزمية هوفمان للحصول على شفرة مصدرية مثالية وذلك للرموز 
المرفقة مع نسب تكرارها في الجدول التالي: 


الس ام تك نس 2 ول انكر الاك 
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117 


0. استخدم خوارزمية هوفمان للحصول على شفرة مصدرية مثالية واحسب 
متوسط طول عبارة الشفرة المصدرية الناتجة, وذلك للرموز المرفقة مع نسب 
و ا 


1. أثبت المبرهنة (6-3). . 
2. جد عدد الأشجار الموجهة ذات الجذر :7 والمولدة للبيان الموجه 72 الموضح 


في الشكل التالي: 


4/غ 


71 0/2 


3. جد عدد الأشجار الموجهة ذات الجذر 7 والمولدة للبيان الموجه 1 الموضح 
في الشكل (9-3), بعد حذف الرأس ولا. 


4. باستخدام الخوارزمية (3-3), جد شجرة القياس الأصغر العظمى والتي 
جذرها 70, للبيان الموجه الموزون (1, الموضح في الشكل التالي: 
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5. أعد حل التمرين (24), باعتبار الجذر :7. 
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الفصل الرابع 


تلوين البيانات 


)2 امه 1 


تعد مسألة تلوين البيان من أقدم وأهم المشاكل في نظرية البيان. إن نشأة 
مشكلة التلوين تعود إلى عام 1852 وذلك عندما كتب دي مورغان (تتهع:710 26) 
رسالة إلى صديقة وليم هاملتون (1408نتمه]1 صتهذلاة19) يخبره فيها بأن أحد 
طلبته لاحظ مايلي: 


عند تلوين الخريطة الإدارية لإنكلترا يكفي أربعة ألوان لتلوينها بحيث يُخصص لوناً 
لكل منطقة ولا تحتوي منطقتان متجاورتان لهما اللون نفسه. المشكلة تكون أكثر 
556 عندما تصاغ بالشكل التالي: ماهو العدد الأقل من الألوان اللازمة لتلوين 
خريطة مسئوية (حقيقية أو مفترضة) بحيث يخصص لون واحد لكل دولة ولا 
يكون لدولتين متجاورتين اللون نفسه. قدم (08/169), للعلن هذه المشكلة عام" 
(1878), وذلك من خلال جمعية الرياضيات اللندنية, متسائلاً فيما إذا كانت قد 
حلت أم لاتؤال غير مطولة. 

عرفت هذه المشكلة لاحقاً بمشكلة الألوان الأربعة 26ء1طمع5 10م ختده1]2 
واختصارها (809). قدم (6م0ه) في عام 1879, أول برهان منشور لحل 


(702) ولكن تبين لعالم الرياضيات هيوود (11628000) أن برهان كمبي غير 
مكتمل وقدم مثالا يبين عدم صحته يشكل عام, ومن ثم استخدم طريقته في البرهان 
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لإثبات أن كل خريطة قابلة للتلوين ب خمسة ألوان. بعد ذلك مضت سنوات عديدة 
ومسألة الألوان الأربعة بدون برهان مكتمل وعندئذ تبين للعلماء أن المشكلة أعمق 
مما ركو فعون :في غم 6, قدم أبيل وهيكن (مه1ة11 04 أءممة) برهاناً 
صحيحاً لها ولكن كان برهاناً طويلاً يتكون من 200 صفحة و 700 صفحة عمل 
مساعد واستغرقت العمليات الحسابية 1200 ساعة على الحاسوب. 


في 1997, أوضح سيمور ورابتسن و ... (...]© همه هكتتءط10 متتاكممزء5) 
إنه يمكن إثبات (05]) باستخدام أقل للحاسوب في تفاصيل البرهان المطول والذي 
مازال علماء الرياضيات يعملون لإيجاد برهان أبسط وأقصر من البرهان المقدم 
من أبيل وهيكن. 


في هذا الفصل سنستعرض تلوين البيان بمختلف مكوناته ومنها الرؤوس, 
والأضلاع والأوجه (المناطق) بالإضافة إلى كثيرات حدود التلوين. 


(1-4) تلوين الرؤوس (ع0010:312)-<706١).‏ 


ليكن (8 ,609 بياناً بسيطاً مترابطاً لايحتوي على لفات أو أضلاع 
مضاعفة. نقول إن البيان 6 قابل للتلوين ب ع1-لون للرؤوس إذا تمكنا من تلوين 
رؤوسه بي 2 لون من الألوان المختلفة بحيث لايحتوي رأسين متجاورين لهما 
اللون نفسه. نقول عن مجموعة من رؤوس البيان إنها مجموعة مستقلة إذا كانت 
لاتحتوي رأسين متجاورين. عدد أكبر مجموعة مستقلة من رؤوس البيان يسمى 
عدد الاستقلال ونرمز له ب (80)06. يمكننا الآن صياغة تعريف تلوين البيان 
بطريقة أخرى, لتكن (م؟ ,... ,و2 ,49 > (77)6 مجموعة رؤوس البيان 6, 
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نقول إن © قابل للتلوين ب لون للرؤوس إذا تمكنا من تجزئة المجموعة 
(©)؟ إلى 1 مجموعة جزئية ,لا ,... ,9 ,771 غير الخالية والمنفصلة مثنى 
مثنى وأن يكون ,1ل)-(7)6 وبحيث لاتحتوي أي مجموعة جزئية ,1 > 6 ,/1 
(1 ,.. ,2 على رأسين متجاورين. بمعنى أخر روؤوس كل مجموعة جزئية > ,5/7 
1 .... ,2 ,1 مستقلة فيما بينها. إذا كان البيان (5 ,6097 قابلاً للتلوين ب لون 
من الألوان المختلفة وغير قابل للتلوين ب (1-1)-لونء عندئذٍ نقول إن للبيان 6؛ 
عا-عدداً لو 1 (ةططتتاط عتاوممعطء-ء1) نرمز له (7)0. 


سوف نعتبر أن الألوان عبارة عن أعداد صحيحة موجبة» أي تكون الألوان 
مختلفة باختلاف الأعداد الموافقة لها ومثال على ذلك إذا كان لرؤوس البيان © 
الألوان التالية: الأخضرء الأحمر والأبيض؛ عندئذ يمكننا أن نعبر عن ذلك 
بمجموعة الأعداد (3 ,2 ,1)» حيث اللون الأخضر يقابله العدد 1» اللون الأحمر 
يقابله العدد 2 واللون الأبيض يقابله العدد 3. 


مثال (1-4). 
2 - 009 2 2 (و6)ر و2 3 5 كاز 11 لز 


.م2 22004) 21 : 3 (ن)نز ,(2 04ه) 0 - م : 2 ع (م0)ر 


مثال (2-4): جد عدد تلوين رؤوس البيان الموضح بالشكل (1-4). 
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الشكل (1-4) 


ليكن ترتيب ألوان الرؤوس بالشكل التالي: 
الرأس )7 يأخذ اللون 1, الرأس * يأخذ اللون 2, الرأس 7 يأخذ اللون 3, 
الرأس +7 يأخذ اللون 1, الرأس 76 يأخذ اللون 2, الرأس 7 يأخذ اللون 4, 
الرأس 7 يأخذ اللون 5, الرأس +7 يأخذ اللون 4. 


نلاحظ أن 5 > (7)6. هل يمكن تلوين البيان © بأربعة ألوان ولماذا ؟. 


كما نلاحظ أن المجموعات 

ل لك 376 51 و/976 57 41 71 
تشكل تجزئة لمجموعة رؤوس البيان وهي مجموعات مستقلة (كل مجموعة فيما 
بينها).هل يمكننا تجزئة رؤوس البيان في الشكل (4-1) إلى أقل من خمس 
مجموعات بحيث كل منها تكون مستقلة الرؤوس ؟. 
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مبرهنة (1-4): ليكن (9 ,6)0 بياناً بسيطاً مترابطاً. إذا كان (4)6 أكبر درجة 
رأس في 6)» عندئذ يكون 6 قابلا للتلوين ب (1 + (4)6)-لون للرؤوس. 


البرهان: بالاستقراء الرياضي على عدد الرؤوس. المبرهنة صحيحة عندما 0 > م 
أو 1 > م. ش 

لنفرض أن النظرية صحيحة من أجل كل بيان له 1- م رأس ولنبرهن صحتها من 
أجل البيانات التي لها م رأس. ليكن © بياناً من المرتبة م وأن أكبر درجة رأس 
تكون (4)6. ليكن * أي رأس من 6 وليكن 7 - 6 - ,6 بياناً ناتجاً من © بعد 
حذف الرأس ؟ مع كل الأضلاع الواقعة عليه. بما أن عدد رؤوس ,6 هو 1- م 
وأن أكبر درجة رأس فيه هي (4)6, فأن 6 قابل للتلوين ب (1+(4)6)-لون 
للرؤوس. بحسب الاستقراء وحقيقة أن عدد الرؤوس المجاورة للرأس 7 في 6© 
لايزيد على (8)6, عندئذٍ يمكن تلوين الرأس ” بلون مختلف عن ألوان الرؤوس 
المجاورة له في 061 ويؤدي ذلك إلى تلوين رؤوس البيان © ب (1+(4)6)-لون 
للرؤوس ومنه نستنتج أن 6 قابل للتلوين ب (1+ (85)6) لون.5 


في عام 1941 قدم بروكس (850015) تحسيناً للنظرية السابقة وخفض 
الحد الأعلى لعدد تلوين بيان له أعلى درجة رأس (5)6. 


مبرهنة (2-4) (1941 ,8001'5: ليكن ( ,م)6 بياناً بسيطاً مترابطاً غير تام 


وليس حلقة من المرتبة الفردية. إذا كان (4)6 أكبر درجة رأس في 6» عندئذ. 
يكون 6 قابلاً للتلوين ب (1)6-لون للرؤوس. 
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البرهان: لنفرض أن © بيان مترابط غير تام وليس حلقة من المرتبة الفردية. ليكن 
1 > (4)6. يمكننا أن نعتبر أن 3 < عآ, لأنه إذا كان 1 - ع, فإن © يكون تاماً 
وعندما 2 > ع1 يكون © حلقة فردية, زوجية أو بياناً ثنائي التجزكة, وفي الحالتين 
الأخيرتين يكون 2 > (7))©6. 

إذا كان © بياناً غير منتظم من الدرجة ع!, عندئذ نختار رأس +7 بحيث إن 
ع1 > (م0)9. بما أن ) بيان مترابط» يمكننا أن نبني من م7 شجرة موسعة له بأدلة 
متناقصة للرؤوس. الرؤوس لها الترتيب :”7 ,2” .... ,م7 ,م؟. لكل رأس باستثناء 
م له دليل أعلى من مجاوراته على طول مسار إلى م في الشجرة. نلاحظ أن 
لكل رأس على الأكثر 1- ع1 رأس مجاور أدلتها أقل منه وبالتالي يمكننا تلوينها 
باستخدام ع لون على الأكثر. 


-- اليكن.-6-بياناً منتظماً من الدرجة . إذا كان ل 6 رأس-قاطم بليكن ٠.‏ 


د .... ,© ,51) مركبات البيان ‏ - 6©, وليكن الا البيان المحدث بالمركبة 
© بالإضافة للرأس (80 ,... ,2 ,1 > 4). درجة الرأس 7 في :6 أقل من ع1 
وبالتالي يمكننا تلوين :6 بأقل من ع1 لون ثم نعطي اللون رقم ع1 للرأس 7. ويمكن 
تلوين المركبات الباقية بالطريقة تفسها, وبالتالي تلوين كامل البيان ب +1 لون. 

الآن لنفرض أن © يكون 2-مترابط ولنعتبر أنه يحتوي مساراً مكوناً من ثلاثة 
رؤوس. لتكن 7 ,م” ,1 بحيث يكون (72 ,91) - © بياناً مترابطاً. يمكننا أن 
نرقم رؤوس الشجرة الموسعة للبيان (72 ,191 - © بالترتيب م ,... ,3 بشكل 
متزايد على طول المسار إلى الجزر م7. كما في السابق» كل رأس قبل الرأس م 
له على الأقل 1- ع1 رأس مجاور أقل دليل منه. بالطبع يكفي استخدام 1- ع1 لون 
لتلوين مجاورات م9 وحيث 1” و م78 يأخذان نفس اللون. 
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يكفي البرهان على أن كل بيان 2مترابط منتظم من الدرجة ع1 (حيث 3< عآ) 
يحتوي مسار على ثلاثة رؤوس. لنختار رأساً «. إذا كان 2 < (-6©): ليكن ,+ 


مجاورا ‏ و 72 رأسا يبعد عن 71 بمسافة 2 وهذا صحيح. لأن 0-منتظم وغير- 


تام. إذا كان 1 > (-0), عندئذ ‏ لها مجاور في كل كتلة» (لأن 6: ليس له 
رأس قاطع). :7 و :" المجاوران ل «, يقعان في كتلتين مختلفتين وهما غير 
متجاورين فيما بينهما. علاوة على ذلك (:7 ,:» ,42 - © بيان مترابط» لأن الكتل 
لاتحتوي على رؤوس قاطعة. الآن لدينا 3 < ع1 وهذا يؤدي إلى أن +0 ,47 - © 
بيان مترابط وعندئذ يكون << > مل وهو المطلوب.2آ 


نقبل المبرهنة التنالية بدون برهان. 


له متتالية الدرجة (مك ,... ,وك ,يك) بحيث إن مك < ... < يك < ي4, عندئذ (7)6 


((1-1ربل)قتط) برهم + 1 >. 


مبرهنة (4-4): ليكن (0 ,600 بيانا بسيطاً مترابطاًء عندئذٍ 
1 +8,)60 - م > )نر > (6)مةام 


البرهان: ليكن 1 > (7)0. يمكن تجزئة مجموعة رؤوس البيان (19 ,)6 إلى 1 
مجموعة جزئية مستقلة ع١‏ ,... ,ول ,/آ وذلك من تعريف تلوين الرؤوس للبيان 
0. من تعريف عدد الاستقلال نلاحظ أن (80)0 > اولا| حيث ع1 ,... ,2 ,1 - ف, 
ومنه نجد 


: ى 
- مر 1 - 
0 206 2 )رت 1ك 42 2 
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لنثبت الحد الأعلى للمتراجحة : 
لتكن المجموعة 5 أكبر مجموعة مستقلة من رؤوس البيان 6, عندئذ يكون 

9 [©)مم| > إذا 
ليكن ,6 بياناً ناتجاً من البيان © بعد حذف كل رؤوس المجموعة 5 مع كل 
الأضلاع الواقعة على رؤوسها, عندئذ نجد 

©)2 > 1- (7)0 
ومن جهة أخرى لدينا 
(©)80 - مك (:0)/ 

ومنه نستنتج أن 
)2( 1+ )80 -م>2)60+1 > 200 
من (1) و (2) يكون المطلوب. 


أوضح كارب في عام 1972, أن مشكلة تلوين رؤوس البيان من التعقيد 
2[ (ووعملمهط-8[2) 


خوارزمية بريلز (1-4) (سطاتوعا4 ععمعوع00101-0) هقالع 8) : 


المعطيات: (11 ,9)) بيان مترابط. 

المخرجات: تلوين رؤوس (0)1/,1. 

خطوات الخوارزمية: ' 

1- رقم رؤوس البيان بشكل متناقص بحسب درجة كل رأس. 


2- اعط الرأس الذي يملك الدرجة الأكبرء اللون 1. 
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3- اختر الرأس الذي له درجة أكبر مع الرؤوس الملونة» ثم اختر منها الرأس 
الذي له درجة أكبر مع الرؤوس غير و 
4- لوّن الرأس المختار في الخطوة 3 بأقل لون ممكن. 


5- إذا كانت كل الرؤوس ملونة, عندئذ توقف وإلا اذهب إلى 3. 


مثال (3-4): جد عدد التلوين للبيان التالي بحسب خوارزمية بريلز. 


زه 


الشكل (2-4) 


00 
2- نختار الرأس :7 ونعطيه اللون 1. 
3- نلاحظ أن الرؤوس 374و و3/ا 2/7 و76 وك و2ل]آ, لها متتالية درجة لون على 


الترتيب 0 ,0 ,1 ,1 ,1 ,1 ولها متتالية درجة غير ملونة على الترتيب 
3 1 .2,2 و3 


4- نختار الرأس 2 ونعطيه أقل لون ممكن وهو اللون 2. 
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3- نلاحظ أن الرؤوس 36و و7 و74 و73 و7/اى لها منتالية درجة لون على الثرتيب 
1 و1 1 1 2 ولها متتالية درجة غير ملونة على الترتيب 2.2 و2 2 و0 

4- نختار الرأس 7 ونعطيه أقل لون ممكن وهو اللون 3. 

5- هل كل الرؤوس ملونة, كلا, نعود إلى الخطوة 3. 

3- نلاحظ أن الرؤوس و5 و74 و3 لها متتالية درجة لون على الترتيب 
1 ,1 ,1 ,1 ولها متتالية درجة غير ملونة على الترتيب 
252 و2 و2٠‏ 

4- نلاحظ أن كل الرؤوس متساوية في درجة أللون وفي الدرجة غير الملونة لذلك 
نختار منها الرأس الأقل دليل وهو الرأس 7 ونعطيه أقل لون ممكن 
وهو اللون 1. 

5- هل كل الرؤوس ملونة, كلا, نعود إلى الخطوة 3. 

3- نلاحظ أن الرؤوس 76,75 ,,8, لها متتالية درجة لون على الترتيب 1 ,2 ,2 
ولها متتالية درجة غير ملونة على الترتيب 2 ,1 ,1. 

4- نلاحظ أن كلا الرأسين ,76 ,ب لهما درجة لون متساوية وهي 2 ودرجة غير 
ملونة متساوية أيضاً وهي 1, لذلك نختار منها الرأس الأقل دليل وهو الرأس 
4 ونعطيه أقل لون ممكن وهو اللون 3. 


5- هل كل الرؤوس ملونة, كلا, نعود إلى الخطوة 3. 


3- نلاحظ أن الرؤوس 56 ,:8, لها متتالية درجة لون على الترثيب 2 ,2 ولها 
متتالية درجة غير ملونة على الترتيب 1 ,1. 
4- نلاحظ أن كلا الرأسين و6 ,75 لهما درجة لون متساوية وهي 2 ودرجة غير 
ملونة متساوية أيضاً وهي 1, لذلك نختار منها الرأس الأقل دليل وهو الرأس 
و ونعطيه أقل لون ممكن وهو اللون 2. 
5- هل كل الرؤوس ملونة, كلا, نعود إلى الخطوة 3. 


3- نلاحظ أن الرأس ع7, له درجة لون ودرجة غير ملونة 3. 


4- كل الرؤوس ملونة ولم يبقى إلا الرأس ع؟, لذلك نعطيه أقل لون ممكن وهو 
اللون 3. 


5- هل كل الرؤوس ملونة, نعم,عندئذٍ نتوقف. 
نلاحظ انه يكفي ثلاثة ألوان لتلوين رؤوس البيان وبالتالي 3 - (2)6). 


نقول إن للبيان (5 ,609 عالوناً حرجاً, إذا كان »1 > (72)©6 ولأجل أي 
ضلع (8)0ع» يكون ع1 > © - 72)6. 


مثال (4-4): البيان التام مك1 هو بيان حرج لأن © > (م205. كذلك أي كان الضلع 
(مك1)ظء»ه فأن 1 - م - (ه - مك)22. 
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(2-4) تلوين الأضلاع (8م0010135)-086»). 


ليكن (18 ,697 بياناً بسيطاً مترابطأ لايحتوي على لفات. وبذلك يكون 
الضلعان متجاورين إذا كان لهما رأس مشتركة. نقول إن البيان 6 قابل للتلوين ب 
لون للأضلاع إذا تمكنا من تلوين أضلاعه ب 12 لون من الألوان المختلفة 
بحيث لايحتوي ضلعين متجاورين لهما اللون نفسه. 


إذا كان البيان (13 ,6097 قابلاً للتلوين ب عللون للأضلاع من الألوان المختلفة 
وغير قابل للتلوين ب (0-1)-لون» عندئذٍ تقول إن للبيان 26 -عدداً لونيا 
(62طمقتته عتأومغخطءع1) نرمز له (71)0. 


مثال (5-4). | 
.(3002) 1 دعم : 3 - (ون)نز ,(2 4مم) 0 دم : 2 - )ير 


1/12 5 2 11010 2 401, 


مثال (6-4): جد عدد تلوين أضلاع البيان الموضح بالشكل (3-4). 


7ع 


٠ )34( الشكل‎ 002“ 
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ليكن ترتيب ألوان الأضلاع بالشكل التالي: 

الضلع (72 ,191 يأخذ اللون 1, الضلع (77 ,:9) يأخذ اللون 2, الضلع (76 ,7 
يأخذ اللون 3, الضلع (:7 ,,9) يأخذ اللون 4, الضلع الأخر (و7 ,,) يأخذ اللون 
5, الضلع (:7 وو:) يأخذ اللون 2, الضلع (77 ,و9 يأخذ اللون 3, الضلع ‏ ررو) 
(74 يأخذ اللون 4, الضلع الأخر (74 ,92 يأخذ اللون 5, الضلع (74 ,و؟9) يأخذ 
اللون 1, الضلع (76 ,و7 يأخذ اللون 4, الضلع (:7 ,4؟) يأخذ اللون 2, الضلع 
(76 ,95 يأخذ اللون 1. 


نلاحظ أن 5 > (7:)©6. هل يمكن تلوين البيان © بي أربعة ألوان ولماذا ؟. 


سنورد فيما يلي مبرهنتين لفيزينج وهما تقدمان أفضل حدين لعدد تلوين 
أضلاع بيان وسوف نقبلهما بدون برهان. 


مبرهنة (5-4) (1963 ,تسع ممع 5'عسنعة): ليكن (25 ,0097 بياناً بسيطاًء 
عندئز 1+ (6)خ > (6)رنز > (3)6. 


مبرهنة (6-4) (1964 ,همعط و'عسنة؟): ليكن (58 ,6097 بياناً نه :1 أكبر 
عدد من الأضلاع المضاعفة, عندئز ط + (4)6 > (6)ن7 > (5)6. 


مبرهنة (7-4): إذا كان © زوجي ,1 - م - (م1105 
إذا كان م فردي وه > (جكل) 0 
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البرهان: نعلم أن لكل رأس في البيان التام له درجة 1- م, عندئذ من المبرهنة 
(5-4) يكون 1 - م - (مك710 أو م - (م2106. 

إذا كان م فردياً, عندئذ أكبر عدد من الأضلاع التي يمكن أن تأخذ اللون نفسه هو 
2-م). نعلم أن للبيان ركا, 5-1(/2)م ضلع, عندئذٍ عد الألوان على الأقل م, 
ومنه 0 - (مكل)11. 

إذا كان م زوجيا. عندما 2 - م, البرهان واضح. ليكن م > 2, إذا حذفنا أي رأس 
مع الأضلاع الواقعة عليه, عندئز نحصل على بيان تام .مك1 مع عدد فردي من 
الرؤوس والتي يمكن تلوينها, كما وجدنا, ب 1-م-لون. نلاحظ أن لكل رأس 
درجة 2 - م وبالتالي كل منها يفقدٍ لوناً من ال 1-م-لون بالنسبة للأضلاع الواقعة 
عليه. الآن يمكننا استخدام اللون المفقؤد لكل رأس لتلوين الضلع بينه وبين الرأس 


ا بعد إعادته. - 


مثال (7-4): كمثال على المبرهنة (7-4). 
إذا كان م فردياً, مثلاً 5 - م, لاحظ الشكل (2 ,4-4). 
إذا كان م زوجيا, مثلاً 6 - م, لاحظ الشكل (8 ,4-4). 


1ع 37 


34 


(2 
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ليكن ترتيب ألوان الأضلاع بالشكل التالي: 
من أجل 2 فردي للبيان م1 : 
و2 _ ل 174 0 )7 1 1 3 [375 و1135 5 72 1/1 
4 - 4 72 - ]7 لذ 3 35 ل 102 0 74 131 
5 - 7 171 5 7 12 


من أجل م زوجي للبيان مك[ : 
يكون ترتيب التلوين بالطريقة نفسها السابقة للبيان م>5: 
و2 زولا رباكا > زولا ن9؟ ,1 جه (ولا رو > زول برا 
4 ل م74 102 5 977 11 3 - زو 172 - 4 ذا 
5 - 4 1 - (و/ا 172 


4 -_- 37 13 2 حت 36 12 3 - ]76 11 
2-13 )76 و15 1 0 )7 7 


مبرهنة (8-4) (سعترمعط) و'وندة؟): إذا كان (77 ,0058 بياناً ثنائي التجزئة, 
عندئخ (0)ك - (7)0 . 


البرهان: البرهان بطريقة الاستقراء الرياضي على عدد الأضلاع 4. إذا كان 
1- 0, عندئز 1> (7)6 و 1> (4)06 والمبرهنة صحيحة. لنفرض أن المبرهنة 
صحيحة من أجل أي بيان ثنائي التجزئة عدد أضلاعه أقل من و. ليكن تنائي 
التجزئة له © ضلع وأكبر درجة رأس (4)6 وليكن ]8 بياناً جزتياً نحصل عليه 
من © بحذف الضلع 1ا* > ه, لاحظ الشكل (5-4). بما أن 11 لد أتل من ضلع 
وأكبر درجة رأس أقل أو يساوي (8)0, ينتج من فرض الا..: ! 
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(©)4 > (1)51. الآن نلون أضلاع 11 ب (4)6 لون ونعيد الضلع © إلى مكانه. 
إذا تمكنا من تلوين الضلع © بلون من ال (4)6-لون ومختلف عن الأضلاع 
المجاورة له في 6, عندئذ يكون المطلوب. 


سنبرهن أنه يمكننا دائماً تلوين © بالطريقة السابقة. بما أن 11 ينتج من © بحذف 
نال > 6, عندئذ هناك على الأقل لون مفقود من مجاورات 7 في 11 وكذلك من 
مجاورات الرأس <. إذا كان اللون نفسه مفقوداً من مجاورات 7 و نا, عندئذ 
نخصصه للضلع © ويكون 6 قابلاً للتلوين بب (4)©6-لون. 

لنفرض أن اللونين المفقودين من الرأسين 7 و 1 مختلفان. ليكن اللون الأخضر 
مفقوداً من 7 واللون الأحمر قود ا ع 1 

لندرس كل الرؤوس في 11 والتي يمكن الوصول إليها من 7 بمسار يحثوي على 
أضلاع من اللونين الأحمر والأخضر. لأن الأضلاع في أي مسار متناوبة الألوان, 
ينتج من ذلك عدم إمكانية الوصول لي 1 بمسار أحمر-أخضر من الرأس ”, (لأن 
. ---... 6و .85 -ثنائي التجزئة). إذا بدلنا الألوان على المسار السابق_بحيث_إن الضلع 
الأخضر يصبح أحمر والعكس صحيع, عندئذٍ تظهر الألوان عند ا بدون تغيير 
واللون الأحمر مفقود عند ” و . الآن, يمكننا تخصيص اللون الأحمر للضلع ‏ © 
>, بذلك يمكننا تلوين البيان © بي (4)0-لون, لاحظ الشكل (5-4).ئ 


ك3 37 : 
حذف يبحم 
32122222215 
10 10 
1 0 
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تبديل الألوان 


9 الشكل (5-4) 8 
البيا لك :. بيان ويه 8 الد جة 3. 
يان يبي هو بيان من الدر 
نقبل المبرهنة التالية بدون برهان. 


مبرهنة (9-4) (1976 ,ه1181 0دة أأوومة): ليكن (2 ,0097 بياناً مستوياًء 
عندئخ 4 ك (72)0. حيث (22)06, عدد تلوين أوجه البيان. 


سيتم دراست تلوين الأوجه بالتفصيل لاحقاً. 
مبرهنة (10-4): ليكن (5 ,6017 بياناً مستوياً تكعيبياء عندئذ 3 > (6)/,. 


البرهان: بحسب المبرهنة (9-4), البيان 6 قابل للتلوين بي 4-لون للأوجه. سوف 
نعبر عن الألوان الأربعة بثنائيات مركباتها ال 0 و 1 (في 72) كما يلي: 


(0 ,0)يه ,(1 ,1)يه ,(1 ,0)يه ,(0 ,1)ن 


نعطي لكل ضلع مجموع الوجهين الواقع بينهما, أي ليكن الوجهان الملونان باللونين 
1 و1)وع (0 و611, عندئدٍ )1 6000 5 1 601 5 )0 و6)1. 
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وبالأسلوب نفسه عند جمع أي لونين لوجهين متجاورين (بينهما ضلع) من الألوان 
4 ,© و0 و01 ينتج لدينا فقط ثلاث ألوان هي وه روه وه (يمكن التأكد من ذلك) 
ونلاحظ أن اللون بن لايظهر. بما أن كل رأس من الدرجة 3, عندئذٍ يوجد عند كل 
رأس ثلاثة أوجه متجاورة مثنى مثنى وحيث إن كل ضلع يفصل بين وجهين 
متجاورين فقط ومنه لايمكن أن يأخذ أي ضلعين متجاورين اللون نفسه من الألوان 
الثلاثة الناتجة وهو لمطلوب.-آ 


ليكن (6 ,/609 بياناً, تقول عن مجموعة 16 من أضلاع البيان إنها مستقلة 
(وععلء 02 غأمعلمعءمع0هآ 04 خمنطاماهدم) إذا كانت لاتحتوي على ضلعين 
متجاورين. أكبر مجموعة مستقلة من الأضلاع (8نط10810 31211513ل:908), نرمز 
لها بح بروى]/ا. 


خوارزمية (2-4) (عستطء)112 سسستحة31 تروط وستره1ه086-00:): 


المعطيات: (:1 ,)0 بيان مترابط. 

المخرجات: تلوين أضلاع (5 ,6097 ب ع1 لون. 

خطوات الخوارزمية: 

0-1-:2ع. 

2- بينما 9 2 |(©5)0|, ضع 1 +ع -: عل 

3- جد ,روما للبيان: 0. 

4- لأجل كل ضلع ,وم/3ء6, ع1 -: (6)/, (أعط اللون ع1 لكل ضلع بروم]/اج6). 
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5- يومالا - 0 <-: 60. 


6- إذا كانت كل الأضلاع ملونة, عندئذ توقف واطبع ع1 - (6):/, وإلا كرر 
الخطوات 6 ,5 ,3,4 ,2. 


مثال (8-4): جد عدد تلوين الأضلاع للبيان التالي بحسب الخوارزمية السابقة. 


الحل: 

0-1-:ع], 

2- بينما ف غ2 |(28)0|, ضع 1 + 0 -: عآ. 

3- لتكن التجزئة ( :777/9 75176 ,175974 ,و1757 - 1 للبيان 6. 


4- لأجل كل ضلع 613/1, 1 -: (6)/. 
14-5- © <- ن. 
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الشكل (5 ,6-4) 
6- هل كل الأضلاع ملونة, كلا. كرر الخطوات 5,6 ,4 ,02,3 


2- بينما 0 6 |(8)0/, ضع 2 -1 +1 -: عآ. 

3- لتكن التجزكة ( ,7657 ,7698 ,ولول ,9094 - 11 للبيان 6. 
4- لأجل كل ضلع /2ءه, 2 -: (6) كر 

.0 - 0-1-5 


الشكل © ,6-4) 
6- هل كل الأضلاع ملونة, كلا. كرر الخطوات 5,6 ,4 و2,3. 


2- بينما 9 * |(8)0|, ضع 1-3 +2 -: عآ. 


3- لتكن التجزئة ( ,]م ,297ل" ,ولاولا ,9576] - 11 للبيان 0. 
104 


4- لأجل كل ضلع 231ع6, 3 -: (6)/. 
0-1-5 -: 0. 


71و 


٠ 5‏ 
سي ى 
ار 
33ع3 34 
الشكل (0 ,6-4) 
6- هل كل الأضلاع ملونة, كلا. كرر الخطوات 6 ,5 ,4 ,2,3. 


2- بينما #9 |(8)6|, ضع 4 -1 + 3 -: ع]. 
3- لتكن التجزئة ( 74977 ,596لا ,وو ,ج4975 - 34 للبيان 6. 
4- لأجل كل ضلع 11ع6, 4 -: (6)/. 

.0 :<- 0-14 -5 


الشكل (© ,6-4) 


6- هل كل الأضلاع ملونة, نعم. 4 -ع1 > (7)6 . 
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(3-4) تلوين الخرائط (010:158:)-0125). 


لقد ظهرت مسألة تلوين الخرائط من خلال الحاجة لتلوين الخرائط الجغرافية 
ولاسيما مشكلة تلوين البلدان المتجاورة بألوان مختلفة عن بعضها بعضاً بحيث 
يخصص ككل دولة لون واحد ضمن حدودها. من جهة أخرى يمكن استخدام 
الألوان لتلوين التمايز ضمن البلد الواحد (إذا كانت الخارطة تعبر عن رسم لدولة 
واحدة) وكمثال على ذلك الأزرق لتلوين المسطحات المائية والأخضر لتلوين 
الغابات والمناطق الزراعية وهكذا ... ٠‏ ش 


نقول عن البيان © إنه قابل للغمر (28ذ65640ة) في السطح 5, إذا كان 
يماثل بياناً هندسياً مرسوماً في 5. إذا كان 5 مستوياً, وكان © مغموراً في 5 بدون 
أي تقاطعات بين أضلاعه, عندئذ نقول عن 6 إنه بيان مستو (طصقعع نقصهام). 


يمكننا الآن تعريف الخارطة (م28) على أنها بيان خال من الجسور 
والتقاطعات مغمور في السطح 5, يمكن أن يكون السطح 5 مستوياً أو أي سطح 
مغلق كالكرة مثلاً. عند غمر البيان © في السطح 5, يجزته إلى أجزاء مغلقة 
تدعى أوجه الخارطة (6661005). سوف نهتم هنا بالخرائط المستوية» أي البيانات 
التي لاتتقاطع أضلاعها فيما بينها ولاتحتوي على برازخ. سوف نعتبر أن الخارطة 
عبارة عن البيان المستوي (8 ,0)77. 


نقول إن البيان المستوي 6 (الخارطة 0) قابل للتلوين ب عل-لون, إذا تمكنا 
من تلوين مناطق (أوجه الخارطة) ب /لون, بحيث لايوجد منطقتان متجاورتان 
(تشتركان بضلع) لهما اللون نفسه. 
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يكون عدد التلوين لأوجه البيان © (2022 04 #وطصتتط علأهدسممطء), هو 
-لون, إذا كان ع1 أقل عدد من الألوان التي يمكن تلوين أوجه البيان بها ونرمز 
لذلك ب غ1 > (7)6. منعاً للالتباس سوف نرمز ب :1 لكل وجه ولعدد أوجه 
البيان ب 11. 


مثال (9-4): جد عدد تلوين أوجه البيان الموضح بالشكل (7-4). 


الشكل (7-4) 


نلاحظ أن أوجه البيان تكون بالشكل التالي: 
( 1176و و6 لك 5 لك د" ,6 [47 351 ,71/5596 ,وى لا +715 ,71/314 ج76 و1717 ,11-1771 


لنرتب تلوين الأوجه بالشكل التالي: 


ليم لعامزرية حاف 
و2 (7776) ح ي1 
و2 ج- (بلاكولار9) > و1 
لعمضانة 0 
و3 1737/61 >1 
و1 ج إى ولاو ع1 
وك ج- (علكولكب؟! > و1 
.3ج وو 1 
1537 


نلاحظ أنه يكفي ثلاثة ألوان لتلوين أوجه البيان, أي أن 3 - (7/2)6. 


نقول إن البيان © مرافق للبيان 11, إذا كان © ينتج من 11 باستبدال كل 
وجه برأس (بما في ذلك الوجه الخارجي), ومقابل كل ضلع في 06 يفصل بين 
وجهين فيه, نرسم ضلعاً يقطعه ولايقطع أي ضلع غيره ويصل بين الرأسين داخل 
الوجهين, (في حالة البرزخ نرسم لفة تصل الرأس بنفسه وتقطع البرزخ). لاحظ 
الشكل (8-4), البيان © له الرؤوس والأضلاع السوداء, البيان 15 له الرؤوس 
البيضاء والأضلاع المتقطعة. ش 


9 
0 


0 
9 30 


0 )84( لشكل‎ ١ 


من خلال ماتقدم يمكن دراسة تلوين رؤوس البيان المرافق عوضا عن دراسة 
تلوين أوجه البيان الأصلي. 


138 


ال 


تخمين الألوان الأربعة (1-4): يمكن تلوين أوجه البيان المستوي ب 4 ألوان أو 
أقل. 


مبرهنة (11-4): (2004 ,1طداك1) ليكن © بياناً ثنائي التجزئة مستوياً, أن البيان 
المرافق 11 يكون أويلريا. ٠‏ 


البرهان: يترك كتمرين للطالب. 


مبرهنة (12-4): (2004 ,3216؟1) ليكن © بياناً مستوياً خالياً من الرؤوس ذات 
الدرجة 1. وليكن 11 بياناً مرافقاً له, عندئذ يكون © قابلاً للتلوين ب عاحلون 
للأوجه إذا وفقط إذا كان 51 قابلاً للتلوين ب ع1-لون للرؤوس. 


البرهان: يترك كتمرين للطالب. 


مبرهنة (13-4): الخارطة المستوية © قابلة للتلوين بي 2-لون للأوجه إذا وفقط 
إذا كان © بيانا أوينزياً. 


البرهان: ليكن 51 البيان المرافق للبيان 6. من المبرهنة (12-4), © قابل للتلوين 
ب 2-لون للأوجه إذا وفقط إذا كان 11 قابلاً للثلوين ي 2-لون للرؤوس. 11 قابل 
للتلوين بي 2-لون للرؤوس إذا وفقط إذا كان ثنائي التجزئة. من تعريف المرافق» 
نجد أن 11 بيان مستو. بحسب المبرهنة (11-4) يكون 11 ثنائي التجزئة إذا وفقط 
إذااكان ينا أويلرياًة- 
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سوف نعرض للمبرهنة التالية ونقبلها هنا بدون برهان والتي نقدم برهانها 
في فصل المستوي لاحقا. 


مبرهنة (14-4): كل بيان مستو يحتوي على الأقل رأساً من الدرجة 5 على 
الأكثر, أي أن 5 > (5)6. 


ميرهنة (15-4) (1890 ,1862506000): ليكن (128 ,11007 بياناً مستوياء 


البرهان: ليكن (8 ,6097 بياناً مرافقاً للبيان 51. نبرهن بالاستقراء الرياضي على 
عدد أوجه البيان 55, أي على عدد رؤوس البيان ©. ليكن (8 ,6097 بياناً من 
المرتبة م. إذا كان 5.> م, فالنظرية واضحة. لنعتبر أن 6 < (, بالاستقراء نعتبر 
أن كل بيان من المرتبة 1- م قابل للتلوين ب 5 ألوان. بحسب المبرهنة (14-4), 
البيان © يحتوي رأس * من الدرجة 5 على الأكثر. من الفرض لدينا 17-- © بيان 
مستو من الرتبة 1- م وقابل للثلوين ب 5 ألوان. إذا لم نستخدم ال 5 ألوان على 
مجاورات ؟, عندئذ يمكننا تخصيص الرأس 7 بلون لم يستخدم وبالتالي 6 قابل 
للتلوين ب 5 ألوان. 


. لنفرض أن ال 5 ألوان مستخدمة في تلوين مجاورات ” (حيث 5 > (07)م) 

بدون التقليل من العمومية, لتكن :7 الرؤوس المجاورة للرأس 7 وكل منها له اللون 

ذر خيث 5 ,4 ,3 ,2 ,1 -1. بالإضافة إلى ذلك نعتبر أن هذه الرؤوس تشكل حلقة 

حول ؟. لندرس أي لونين لرأسين غير متعاقبين, ليكن الرأسان :7 و :7, لهما 

اللونين 1 و 3 على الترتيب. وليكن :6 بياناً جزئياً من البيان - 0 مكوناً من 

الرؤوس الملونة بأحد اللونين 1 أو 3. إذا كان الرأسان :7 و :؟ ينتميان إلى 
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مركبتين مختلفتين من ,6, عندئذ نبدل الألوان بواحدة من هذه المركبات ونحصل 
على لون غير مستخدم ونعطيه للرأس 7. 


لنفرض أن الرأسين 71 و 7 ينتميان إلى مركبة واحدة من 67 وبالتالي يوجد 
مسار من 7 إلى :7 له رؤوس متعاقبة الألوان ب 1 و 3. المسار 2 مع المسار 
,71,897 يشكلان حلقة تضم و” أو الرأسين ,ا و 1 ينتج من ذلك أنه 
لايوجد مسار متناوب باللونين 4 ,2 يربط بين الرأسين 2؟؟ و +” في 6. ليكن و6 
بياناً جزئياً من © محدثاً بالرؤوس الملونة بأحد اللونين 2 و 4. الآن, بتبديل 
الألوان في المركبة 62, نجد أن الرأس 7 ملون بغير اللون 2 والذي يمكن 
استخدامه للرأس 7, ومنه ينتج أن © قابل للتلوين بي 5 ألوان, أي أن 
5 > (0.2)83ا 


الخارطة التكعيبية هي خارطة لجميع رؤوسها درجة متساوية وتساوي 3. 
كما أن أطوال تخوم أي وجه في البيان 6, هو عدد الأضلاع المحيطة بالوجه. 


مبرهنة (16-4): ليكن (8 ,6097 بياناً مستوياً تكعيبيً عندئذ 3 > (22)6 إذا وفقط 
إذا كانت أطوال تخوم أوجه 6 أعداداً زوجية. 


البرهان: لنفرض أن الخارطة المستوية © قابلة للتلوين ب 3 للأوجه. بما أن 6 
بيان تكعيبي, فأن كل وجه يشترك بضلع واحد فقط مع الضلع المجاور له. ليكن 
للوجه 1 اللون 1, عندئذ الأوجه المجاورة ل * تأخذ اللونين 2 و 3 بالتناوب, ومنه 
نستنتج أن عدد الأوجه المحيطة يجب أن تكون زوجية. 
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لبرهان الاتجاه المعاكس, نفرض © خارطة مستوية تكعيبية وعدد الأضلاع 
المحيطة بكل وجه, هو عدد زوجي. في البيان المرافق ]5, لدينا درجة كل رأس, 
عدد زوجي وكل وجه يكون و0, ومنه ينتج أن 51 بيان أويلري. بحسب المبرهنة 
(13-4) يكون 1 قابلاً للتلوين ب 2 لون للأوجه, وليكن اللونان الأبيض والأسود. 
لنثبت أن 11 قابل للتلوين بي 3 ألوان بالنسبة للرؤوس. ليكن :5 أي وجه ملون 
بالأسود, وبحيث إن رؤوسه ملونة بالألوان 3 ,2 ,1 مرتبة باتجاه حركة عقارب 
الساعة حول ,'. الآن, نلون رؤوس كل وجه ملون بالأسود ومشترك برأس مع 
5 بالألوان 3 , 2 ,1 وباتجاه حركة عقارب الساعة. وهكذا نستمر بتلوين رؤوس 
الأوجه المحيطة بوجه سبق أن قمنا بتلوين رؤوسه, لاحظ الشكل (9-4). ومنه 
نستنتج إمكانية تلوين رؤوس ]8 بثلاثة ألوان. من المبرهنة (12-4) ينتج أن 
الخارطة المستوية © قابلة للتلوين بي 3 ألوان بالنسبة للأوجه.-] ظ 


مبرهنة (17-4) (1976 ,1181665 قصة آعمصة): ليكن (5 ,6017 بياناً مستوياء 
عندئز 4 > (72)0. 


تقبل بدوب برهانها الطويل جداً. 
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ملاحظة (1-4): يعمل الباحثون للبرهان على أن 3 > (7)6, حيث © بيان 


0 


ده . 
(4-4) دالة التلوين (215نتدمم ج201 عتاأهسسمقط0). 


خلال المحاولات العديدة لحل مسألة الألوان الأربعة وجد بيركوف 
(1912 ,81:1045), عدد الطرق لتلوين رؤوس البيان من خلال معادلة تسمى 
دالة التلوين. 
ليكن 6 بيانا بسيطأ مع ٠.‏ من الألوان المختلفة. نقول عن ,0 و رن تلوينين مختلفين 
لرؤوس البيان بب .«-لون, إذا وجد رأس في 6 له لون في التلوين بن مختلف عن 
اللون الذي أخذه في التلوين يه. نعرف الدالة (3 :5)6, بأنها دان التلوين لرؤوس 


البيان ب .#-لون. عدد طرق تلوين البيان هو عدد التلوينات المختلفة للبيان © ب 
(6)), لون, أي نعوض في دالة الثلوين (2 :6), المعامل .1 ب (2,)©6. 


إذا كان (7))6 > .32, فإن 0 - (3 :2006 وهذا ينتج من عدم إمكانئية تلوين 
رؤوس بيان بعدد من الألوان أقل من عدد التلوين له. بكل سهولة يمكن التأكد من 
أنه, إذا كان 3 < يذ, فإن (3 :2)0 < (30 :2)06. 


لنتأمل البيان :>1. نعلم أن 1 > (:7)015 وبسهولة نجد أن هناك طريقة واحدة 
لتلوين بيان مكون من رأس واحد, أي أن 1 > (1 :1). 
ليكن البيان يك1. من الواضح أن 2 > (:06,, والسؤال ماعدد الطرق لتلوين 
رؤوس «5 بلونين. لتكن رؤوس البيان 7 و «7. يمكننا أن نلون الرأس 71 
بطريقتين (أما نعطيه اللون الأول أو اللون الثاني), بعد تلوين الرأس ", يبقى لدينا 
لون واحد لتلوين الرأس 72 وبالتالي عدد الطرق الممكنة لتلوين البيان يك1, تكون 
مساوية إلى 2. مما سبق نستنتج أن 2 > (2)1 > (2 :ي2)5. 


لنحسب عدد الطرق الممكنة لتلوين :ك1 ب ,3 لون, أي لنجد (2 :5)55. ولتكن 
(:7 ,ول 491 رؤوس البيان. يمكن تلوين الرأس ,7 بي :3 لون, بعد تلوين الرأس 
:, يبقى لدينا 1- .3 لون ويمكن تلوين الرأس «* بأي منها وبالتالي هناك 1-.3 
طريقة لتلوين الرأس الثاني بعد تلوين الرأس الأول (بالطبع هناك 1- .3 اختيار 
للرأس الثاني مقابل كل اختيار للرأس الأول), أي أن عدد الطرق الممكنة لتلوين 
الرأسين الأول والثاني تكون (1- 3) .2. بعد تلوين الرأسين الأول والثاني, يبقى 
لدينا 2- .( لون لتلوين الرأس :7 (هذا مقابل كل لونين مخصصين للرأسين 71 و 
) وبالتالي عدد الطرق الممكنة لتلوين رؤوس البيان تكون (2- .3) (1- .3) .3. 


104 


مما سبق نستنتج أن. (2-,3) (1-:3/0 > (2 :وك)2. نعلم أن 3 > (69)/, ومنه 
نجد 6 > (2- 3) (1- 3) 3 > (3 :ي2)1. 


يمكننا الآن تعميم الطريقة السابقة لحساب دالة التلوين للبيان التام مك1, فنجد 
1+ م0 ... (3-.0) (2-.0 (0-1) ,38 > (2 :)م 


سوف نوجد دالة التلوين لشجرة.'1, عدد رؤوسها م وذلك من خلال 
المبرهنة التالية؛: 


مبرهنة (18-4): لتكن '1 شجرة عدد رؤوسها م, عندئذ 
1-.0:320-200م 


البرهان: بطريقة الاستقراء الرياضي على عدد الرؤوس م. لأجل 2 ,1 - م, 
المبرهنة صحيحة. بفرض أن المبرهنة صحيحة من أجل كل الأشجار والتي لها 
رتبة أقل من م ولنثبت صحتها من أجل شجرة من الرتبة م. ليكن 7 رأس من "7 
وله الدرجة 1. ليكن 7 - "1 > 17. نجد أن 11 شجرة من الرتبة 1 - م, وبحسب 
الاستقراء يكون 1(72-.0) .2 - (2)1:2. | 
بما أن الرأس ” من الدرجة 1, عندئذ يمكن تلوينه بأي لون من 1-.2 لون مختلف 
عن اللون الذي يأخذه الرأس المجاور ل ؟ ومنه نستنتج أن 
-.1(7-:0 2 > (3 :)5 (1- .0 > (2 :مم 


رأينا إلى الآن كيفية إيجاد دالة التلوين للبيان التام وللشجرة. ليكن 6 بياناً 

بسيطأ ليس بشجرة وغير تام, عندئذ المبرهنة التالية ستوضح لنا كيف يمكن إيجاد 

دالة التلوين لهذا البيان. ليكن الرأسان ” و ا رأسين غير متجاورين, وليكن ,© 
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بياناً ينتج من © بإضافة ضلع 71 - © بين الرأسين 7 و <ا, كذلك ليكن 62 بيانا 
ينتج من 6 بتطابق الرأسين ” و 11 ثم استبدال كل ضلع مضاعف بضلع بسيط. 


مبرهنة (19-4): ليكن © بيانأ بسيطاً غير تام, عندئذٍ 
: (2 :و2)06 + (3 :)2 - (3 :)0ه 


البرهان: ليكن ” و 11 رأسين غير متجاورين في 6. ليكن » تلويناً ما لرؤوس 

البيان, عندئذ لدينا حالتان أولاهما ل ” و 12 نفس اللون والثانية 7 و 12 مختلفتا 

اللون. نلاحظ في الحالة الأولى أن عدد طرق التلوين للبيان © يساوي عدد طرق 

التلوين للبيان :0 وفي الحالة الثانية عدد طرق التلوين للبيان 0 يساوي عدد طرق 

التلوين للبيان 62, وفي الوقت نفسه لايوجد حالات أخرى. منه نستنتج أن 
.56:2 + :)ص - 2 :)5 


يمكننا الاستفادة من المبرهنة السابقة لإيجاد دألة التلوين لبيان © بسيط 
وغير تام من خلال إيجاد دالة التلوين للبيانين :6 و 62. إذا كان أحد البيانين :© 
و 2 أو كلاهما, غير تام عندئخ نعيد الإجراء السابق نفسه على أي بيان منهما 
غير تام. نستمر بالطريقة نفسها حتى نحصل على بيانات تكون جميعها تامة, حيث 
إن دالة التلوين للبيان التام معلومة بالنسبة لنا. 


مثال (9-4): جد دالة التلوين للبيان الموضح في الشكل (10-4), ثم جد عدد طرق 
تلوينه من أجل عدد التلوين له (©)7. 


166 


ش + (5 -.4(0 -3 )33 -:200 -1(0 -.8) 2 > (3 :)م 
+ (4 -.3(0 -.2(0 -:1(00 -.73.0 
+ (3 -.2000 -1(100 -.131.0 
(1-.1(0-2+20-:810 


+ (5 -.4(0 -.3(0 -:220 -:0] (1 -.00 .22 
(3-.220 -.0) 13+ 42 -.3(0 -.220 -.0 7 
[2+1 -.0 )8+ 
نلاحظ أن 2 --.( - (7))06. نعوض في المعادلة فنجد 


,2 >[1] (1- 2 2-2 :6م 


مبرهنة (20-4): ليكن (0 ,م00 بياناً بسيطاً له المركبات ع6 ,... ,6, عندئذٍ دالة 
التلوين له تحقق الخواص التالية: 


1) (2 :26 من الدرجة م. 

2 معامل 27 هو 1. 

3 معامل 37 هو 0. 

4) معامل 25 هو 1-). 

.2)0: 1( - 5): 3( 5): 3( ... 2): 2( )5 


(5-4) مجموع التلوين للبيان (قطم22:©) 01 عه010:3) نسناة). 


في 1989, كيوبكا و سكوينك (كلدء#تطء5 4سة 15051012), قدما فكرة 


جديدة للتلوين وهي مجموع التلوين (00101128 :<نننا؟) للبيان 0. 
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ليكن البيان (15 ,0097 مع مجموعة الرؤوس (م؟ ,... 915 > (7)0 و 
مجموعة الأضلاع (,6 ,... ,»4 > (8)6. نعرف مجموع عدد التلوين للرؤوس 
(لتتناة عتتهطامتطه عتعترة, (©)/2 بأنه ش 

,2,06 ال (©),2 


(60ر2 -2,)06,00 


(2) اعيبر 
.ا ج (7)0 :ده 


بمعنى أخر, أن مجموع عدد التلوين للرؤوس هو أقل مجموع لتلوين الرؤوس. 


نعرف عدد مجموع التلوين للبيان © (01320508610 32ننا5 ع:6116), وهو أقل عدد 
تلوين ل © من أجله يكون مجموع التلوين للرؤوس أقل مايمكن ونرمز له (5)6. 


مثال (10-4): جد مجموع عدد التلوين و عدد مجموع التلوين للبيان الموضح في 
الشكل (11-4). 


1 3 2 شْ 1 2 1 3 1 
1 1[ 2 1 
1 0 1[ 2 0 1 


الشكل (11-4) 


نلاحظ أنه لدينا البيان © نفسه في الشكلين ((11-4,)2) و ((11-4,)6). 
في الشكل ((11-4,)8), لدينا 2 - (7)06, و مجموع عدد التلوين 


2,)6,- 2,612, 


(©6) [عند 


في الشكل ((11-4,)6), لدينا 3 > (©)72, و مجموع عدد التلوين 


ف 11 كمه 3 +20 


(©) زعم 
ومنه نستنتج أن مجموع عدد التلوين هو. 
2,)6,00-1 يرقم - (©6) ,2 


ومنه نلاحظ أن 3 > (5)6. 
بنفس الشكل نعرف مجموع عدد التلوين (تهتاة عكهسمخطء 6»086), 
(©3/,)6 وعدد مجموع التلوين للأضلاع (©7862ممطه طتتناد ءع608), (51)0. 


مجموع عدد التلوين للأضلاع :)1ر2 لقم - 0©): ,2 
01 ©6:ر2 -1)6,0,ي2 


(©6) قلعم 


حيث ش اداج )8 نع 
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0 


نعلم مسبقاً أن ((©))): > (7:)6, و ((5))0 > (5/)0, وبالتالي يكفي 


دراسة مجموع عدد التلوين وعدد مجموع التلوين للرؤوس فقط. 


نورد بعض المبرهنات بدون برهان والتي تقدم مجموع عدد التلوين وعدد 
مجموع التلوين لبعض البيانات الخاصة وكذلك مفاهيم حول حدود مجموع عدد 
التلوين وعدد مجموع التلوين للرؤوس لبيان كيفي. 


مبرهنة (21-4): (تكاوز121211), 


[2/#«قاء هرح 0 
2<3 ام و )2( 

,000 7 “تقر ,3)0011(/2 0 
و71 31 67 ,4 +(2 57-1 9 
و1(/2+ه)م - (,غ) ذا 4 
(#استم جم > (ى ,)2 (5) 


مبرهنة (22-4): (2004 ,216طن؟1) لأجل أي بيان مترابط (0 ,م)6, يكون 
1+ ©)خ > © )؟ 


بالإضافة إلى ذلك 1+(4)6 - (5)06, فقط عندما يكون © بياناً تامأ أو حلقة 


فردية. 


1/3 


مبرهنة (23-4): 5856212 2820 1112122), لتكن '1' شجرة من المرتبة 
1< م, عندئز [327/2]|> (7) /2 ك>2+1 . بالإضافة إلى ذلك لأجل كل عدد 
منديع هيك [3872 8451 14خ ريج قور من لزقية ف الها مضوع 
تلوين مساوياً إلى ع1. 


مبرهنة (24-4): (2004 ,216ط11) لأجل أي بيان (0 ,م)6, يكون 


,6+ > 6ر2 كم () 

,[2/2+و3|» © ل >| وا (© 

,1(/2+ ©)برز)م > © 55> +1١2‏ ©)») ©): (3) 
-326 >2/©),ة | ©),6 /صا-ص)(ا+[ ©),6 اس هم-. 


تخمين (2-4): (2000 رنسوعانرعدوكد1 ده 01ه طقتطء1ة رسددعةطك طدززة1]1), 


لأجل أي بيان 6 يكون 
21/©) + ©6)بر) | > (©): 


تم إثبات هذا التخمين, عندما © يكون شجرة ومازال مفتوحاً في حالة كون 6 ليس 
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تمسارين 4: 


1. جد عدد التلوين لرؤوس البيانات التالية: 
5 يكلكاوظ .0 وون)»ارن) .ع روظكاو8 ,© وورآ؟آ مه 
2. جد عدد الترددات اللأزمة لمحطات راديو بحيث لايقع تصادمات بين بث هذه 
المحطات مع العلم أنه يحدث تصادم بين تردد محطتين إذا كان البعد بينهما 
أقل من 100كم. البعد بين تردد المحطات موضح بالجدول التالي: 


5 ا 


تكائتة ب كك كك 
- 


3. ليكن 01 و 02 بيانين بسيطين منفصلين, جد (وي60ن:7)6 و 
(و© + )نز بدلالة (,0): و (و0)6. 


4. برهن أن البيان ب') - ج1 ليس 4-حرج. 


5. أثبت أن م77آ يكون 4-حرج لأجل جميع قيم م الفردية. 


1/5 


6 ليكن 6 بياناً له عدد لوني (©)/, عندئذٍ أثبت أن © يحتوي على بيان جزئي 
حرج 61 بعيث (2)0 - (72)01. 


7. جد عدد التلوين بحسب خوارزمية بريلز للبيانين (:0) و (:0) الموضحين 
بالشكل التالي: 


)1 6( 609 
8. استخدم خوارزمية بريلز لكتابة برنامج لتلوين البيانين في التمرين (7). 


9 أثبت أن حذف رأس أو ضلع من بيان © ينقص عدد الثلوين (6)) بواحد 
على الأكثر. 
0. جد عدد التلوين لأضلاع البيانات التالية: 
»6.0 دعاو[ 3 770 خط 
3ع لاكعتاعءم .© رو يكاعاوط .0 


1. ليكن 6 بياناً نحصل عليه من «بريك1 بعد إزالة (1- م) ضلع على الأكثر, 
أثبت أن 1+ م2 - (7)0. 
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2. أثبت أن (2 ,طط)عتهطط > (ريك1) ز. 

3. أنبت أن م > (71)18. 

4. أنبت أن م - (م©)7. 

5. أثبت أن (4)1 > (71)1. 

6. ليكن 1©) و 2 بيانين حرجين, عندئذٍ يكون و0 + 1 - 6 بياناً حرجاً. 


7. جد عدد التلوين لأضلاع البيانين (6) و (:) في التمرين (7), باستخدام 


الخوارزمية (2-4). 
8. استخدم الخوارزمية (2-4) لكتابة برنامج لتلوين البيانين في التمرين (17). 
9. برهن المبرهنة (11-4). 

0. برهن المبرهنة (12-4). 


1. ليكن (4 ,6)0 بيان خريطة ‏ مستوية بحيث 3 < (5)6, أثبت أن 
312<0+6. 

2. ليكن (0 ,6)0 بيان خريطة مستوية بحيث 3 < (5)6. إذا علمت أن 
2 < 5, أثبت أن 6 يحتوي على وجه أطوال حدوده لايزيد على أربعة 
أضلاع. 


3. أثبت أن (1-.3) “(1-) + ”(1-.0) > (1,)ط. 
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4. أثبت أن (1-.0 (3: 50 > (3 زر , م504 
(2-.0 (2 :ج20 + *(1-.0 (3 : ب505 > (3 :د مكل)ط 
*(3-.0 (2 زم5ل0)ط+ “(2-.0) (3 زيكا)ط3 + "(0-1 (2 زبك)5 - (3 زد مكل)ط 


هل يمكن التعميم للحصول على (3 :,,مك2)1. 


5. جد دالة التلوين للبيان + ,:كل, ثم جد عدد طرق تلوينه من أجل عدد التلوين له 
(1.4ك0', كذلك من أجل 3 > (0,,ك))ز و 5 > (2)5,4. 


6. جد دالة التلوين لبيان بيترسن ثم جد عدد طرق تلوينه من أجل عدد التلوين له 
(©)7, كذلك من أجل 6 - (72)6. 


7. جد دالة التلوين لكل من البيانين الموضحين في الشكل التالي, ثم جد عدد 
طرق تلوين كل منهما من أجل عدد التلوين له (©)070 . 


)©2( ) 0 


8. أنبت أن (©6) > (2)6. 
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9. جد مجموع عدد التلوين و عدد مجموع التلوين للبيان الموضح في الشكل 


التالي. 


30. جد مجموع عدد التلوين و عدد مجموع التلوين للبيانات التالية: 
»اول 6 ش 26عاوط 17 ,وتلا 2 
01ج تاوعتاءم .© رو يكاكاوط .0 
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الفصل الخامس 
البيانات المستوية 


قتامة © “تمسواط 


ليكن البيان البسيط (0 ,6)0, نقول إن 6 قابل للغمر (6700600816) في 
المستوي, إذا أمكن رسمه في المستوي بدون تقاطع بين أضلاعه (أي أن أضلاعه 
تلتقي في الرؤوس فقط). عندما يكون (9 ,6)0 بياناً مستوياً, فإنه يجزئ المستوي 
إلى أجزاء تدعى مناطق (268108) وأحياناً يطلق عليها أوجه البيان, وتتميز كل 
منطقة بأنه يمكن أن نصل بين نقطتين فيها بمنحن دون أن يقطع حدود المنطقة 
والتي هي أضلاع من البيان وبالطبع هذا المنحني لايقطع أي ضلع في البيان. 
يطلق على المنطقة غير المحدودة بالمنطقة الخارجية والتي تكون محدودة داخليا 
بأضلاع البيان. نرمز لعدد مناطق البيان المستوي (الداخلية والخارجية) ب 5. 


مثال (1-5). يمكن رسم البيان بك[ بعدة طرق موضحة في الشكل (1-5). 
نلاحظط في الشكل (1-5), أن 4 يحوي على تقاطع, بينما "لبن | 1 1 


لاتحتوي على تقاطعات وهي تمائل بكآ. في الحقيقة رسم واحد على الأقل للبيان 
بدون تقاطعات في المستوي كاف حتى نقول إنه بيان مستو. 
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.المناطق الداخلية: 


الشكل (1-5) 


هناك أربع مناطق للبيان المستوي بوعل سيل المثال مناطق و16 اهن: 
المنطقة الخارجية ,1 محدودة بالأضلاع ا و 1711 


جة محدودة بالأضلاع 71ه/ا ,4و7 ,715/2 
و5 محدودة بالأضلاع ١472‏ ,94و17 ,ولاو" 


,1 محدودة بالأضلاع 7591 ,7295؟ ,71572 


نلاحظ أنه يمكن رسم البيان مك1 في المستوي بدون تقاطعات بين أضلاعه وبالتالي 


حدود كل منطقة في البيان المستوي 0, هي مجموعة أضلاع المسلك المغلق حول 
هذه المنطقة وعددها يشكل درجة المنطقة ونرمز لها (©) عع06. إذا كانت كل 


المناطق لها نفس الدرجة 8, عندئذ نسمي 6 بياناً منتظم المناطق من الدرجة 8. 
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إن البيانات و"1 ,"12 ,,'ك1 في الشكل (1-5) منتظمة المناطق من الدرجة 3. 


مثال (2-5). ليكن البيان الموضح في الشكل (2-5) ولنجد مناطقه (أوجه البيان) 
وحدود هذه المناطق. نلاحظ أن 

المنطقة الخارجية 1 محدودة بالأضلاع 771 ربلاو روا لاما 
المناطق الداخلية: 
و5 محدودة بالأضلاع 77971 ,11697 ,7206 و2ل5ول ,9/593 رو/9هل ,9/394 وولكو/ وولارتة 
و محدودة بالأضلاع 11ول؟ ,745 ,1751/4 

4 محدودة بالأضلاع جم 1076 


535007 76 محذودة بالا ً ضلاع 70717 779 و7717 76177 
0# 71 
1 


77 


الشكل (2-5) 


نلاحظ أن الضلع 759 يحسب مرتين حتى نتمكن من تشكيل مسلك مغلق .حول 
المنطقة 15 وكذلك الضلع 7295 في المنطقة 12. 
واضح أن للبيان © في الشكل (2-5) خمس مناطق ومنه 5 > ,, ولمناطقه 
الدرجات التالية: 
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,9 > () وعل ,4 > ن) قعل 
3 1 (: 06 3 2 )0 06 3 3 )5 06 


ليس هناك أي خصوصية للمنطقة الخارجية, بسبب إمكانية جعل أي منطقة داخلية 
في البيان منطقة خارجية وذلك بإعادة رسم البيان بطريقة أخرى مع تبديل مواقع 


الرؤوس. 
(1-5) صيغة أويلر للبيان المستوي (طمه«© هنما 6ه فلتتسره 81162'5). 


درس أويلر العلاقة بين عدد الرؤوس, عدد الأضلاع وعدد مناطق البيان 
وأكلفن يشرجة إذا كان البيان مسئوياً فإنه يحقق علاقة معينة, هذه العلاقة تُعرف 
الآن بصديغة أويلر في البيان المستوي. 


مبرهنة صيغة أويلر (1-5) (1758, هاتصدده 5::19'5): ليكن (9 ,600 بيانا 
مسئوياً مترابطاً له 1 منطقة, عندئذٍ 


0200 


البرهان: البرهان بطريقة الاستقراء الرياضي على عدد الأضلاع. 

إذا كان 0 > و عندئذ 1 > م و 1 > + والصيغة صحيحة. لنفرض أن العلاقة 
صحيحة من أجل جميع البيانات التي لها أضلاع أقل من © حيث (9 > 1) 
ولنفرض أن 6 بيان مستو مترابط له م رأس و إن ضلع. إذا كان 0 شجرة, عندئم. م 
0+1 - و 1 1-2 ومنه نجد 2 -1+ن-1 +بن والصيغة صحيحة. ليكن © 
بياناً مترابطاً وليس شجرة, وليكن © ضلعاً من © يقع على حلقة. سوف نناقش 
حالة البيان © - © - ,6. بما أن © ليس جسراً, عندئذ :© بيان مترابط وهو بيان 
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مستو بحسب الاستقراء الرياضي عندما يكون عدد الأضلاع أقل من », بالإضافة 
إلى ذلك للبيان :0, 2 رأس, 4-1 ضلع و 1-1 منطقة ومنه ينتج أن 


2- (1- *) + (1-») -م 
لكن عند إعادة الضلع © إلى البيان :©, نحصل على بيان له ضلع ومنطقة زيادة 
على البيان :03 وهو بالحقيقة البيان 0 ومنه بالتعويض في العلاقة السابقة نجد 


20 > م لدو حم 


بما أن 0 ,2 و 2 قيم ثابتة في صيغة أويلر لأي بيان مستو مترابط, عندئذٍ 
لأجل أي رسمين البيان في المستوي يكون عدد المناطق في الحالتين هو نفسه. 


نقول عن بيان مترابط إنه مستو أعظمي (طم2مع عتمهام ا2ستنعحهم), 
فيما إذا أضيف له ضلع » بين أي رأسين غير متجاورين فيه يصبح بياناً غير 
مستو. المبرهنة التالية توضح العلاقة بين عدد الأضلاع وعدد الرؤوس في بيان 
مستو أعظمي مترابط. 


مبرهنة (2-5): إذا كان (0 ,600 بياناً مستوياً أعظمياً, عندئذٍ 


.6 - م3 -ن 


البرهان: ليكن 1 عدد المناطق للبيان 6. نلاحظ أن أي منطقة تكون مثلثية الشكل, 
أي وكا وأن كل ضلع يقع بين منطقتين فقط. ثم إن مجموع عدد الأضلاع حول كل 
المناطق هو +3 وحيث إن كل ضلع يشارك مرتين بهذا المجموع ومنه نجد أن 
4 -36. بتطبيق صيغة أويلر نحصل على 2 > 20/3 + ؟ - 7 

ومنه ينتج 6 -380 -0.- 
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نتيجة (1-5): إذا كان ( ,)0 بياناً مستوياً, حيث 0 > 3, عندئذ 6 - 38 > 4. 
البرهان: يترك للطالب كتمرين._ 

نتيجة (2-5): إذا كان (و ,م)0 بياناً ثنائي التجزئة مستويا, عندئز 4 - 25 >4. 
البرهان: بتطبيق صيغة أويلر ويترك للطالب كتمرين._ 

نتيجة (3-5): البيان (3 ,15)3 بيان غير مستو. 


البرهان: بفرض أن (3 ,15)3 بيان مستو, بما أن (3 ,1)3 لايحتوي على حلقة 05) 
(أي منطقة لها حدود بثلاثة أضلاع), عندئذْ حدود أي منطقة فيه على الأقل تحوي 
أربعة أضلاع, مما سبق ينتج 
4 > جد 18 -<20 > 41 
بتطبيق صيغة أويلر نحصل على 
6-9+4-1>+2-0-0 
وهذا تداقض. نا 


مبرهنة (3-5): كل بيان مستو يحتوي على رأس من الدرجة 5 على الأكثر, أي 
أن 5 > (8)6. ١‏ 


البرهان: ليكن (8 ,6090 بياناً مستوياً من المرتبة 8 والقياس 4, حيث 
)7 ...و9 191 > (17)6. إذا كان 6 > م, عندئذٍ ينتج المطلوب. بفرض أن 7 
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م >, وجميع الرؤوس لها درجة أكبر من 5. لدينا من النتيجة (1-5) 04 
30-6 > ومنه نحصل على 
مر 
2-م2>6 - (,نا)م 2 


2 


لكن بما أن جميع الرؤوس لها درجة 6 أو أكثر, ينتج أن 20 > 6, وهذا تناقض 
مع العلاقة السابقة. نستنتج أن © يحتوي على رأس له درجة 5 على الأكثر.:آ 

ليكن البيان المستوي (8 ,609, إذا أضفنا رأساً أو عدة رؤوس إلى أي 
ضلع في هذا البيان فإنه يبقى مستوياً. نقول عن البيانين ©, 6, إنهما متكافئان 
تويولو. عي (عتطم مص معصرمط) أذا تمكنا من تحويلهما إلى بيانين متماثلين بإضافة 
رؤوس من الدرجة 2 على أضلاع أي منهما. 


مثال (3-5). البيان و1 مكافئ تبولوجياً للبيان 0 وذلك مهما تكن م > 3. 
أو ضح كورتوفسكي (1930 ,'161340514) الشرط اللازم والكافي 
للحكم على البيان 6, فيما إذا كان مستوياً أو غير مستو من خلال المبرهنة التالية 


والتي سوف نقبلها بدون برهانها الطويل جدا. 


مبرهنة كورتوفسكي (4-5): البيان © يكون مستوياً, إذا وفقط إذا كان لايحتوي 
بياناً جزئياً يكافئ توبولوجياً (3 ,15)3 أو مك1. 
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(2-5 البيان غير المستوي (م2) 27طعامه80). 

لدراسة البيانات غير المستوية أهمية خاصة بسبب تعرضها لمسألة تقاطع 
البيانات, ومن أشهر مشاكلها التطبيقية دراسة حلول مشاكل التقاطع في خطوط 
السير وكذلك تقاطع خطوط الإنتاج وطرق نقل المنتجات في المصانع. ونعرض 


في هذه الفقرة بإيجاز لمسألة تحليل البيان غير المستوي إلى بيانات مستوية موسعة 
والذي نطلق عليه سمك البيان. 


(1-2-5) عدد التقاطع في البيان (طديه© 05 #عطسد!! يستدوميت 16). 


ليكن البيان (18 ,أ)0, نعرف عدد التقاطع (2ءطصتتتط 68055128), 
(©)ك, بأنه أقل عدد من التقاطعات بين أضلاع البيان عند رسمه في المستوي. 


هناك أربع شروط لدراسة تقاطع أضلاع البيان هي كالتالي: 
8. الضلع لايقطع نفسه. 

م. الأضلاع المتجاورة لاتتقاطع. 

6. يتقاطع ضلعان في نقطة واحدة فقط. 

4. لايتقاطع أكثر من ضلعين في النقطة نفسها. 


مبرهنة (5-5): 1 > (يك6)1. 


البرهان: من التمرين (1-5), نجد أن 155 غير مستو ومنه ينتج (م05)5 > ٠1‏ 
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لإثبات أن 1 > (0)15, نلاحظ رسم ك1 في الشكل (3-5) بتقاطع وحيد بين 
أضلاعه. مما سبق نستنتج أن 1 > (ي0)16. 


مك 
الشكل (3-5) 


مبرهنة (6-5): ليكن (9 ,)6 بياناً بسيطاً مترابطأً, عندئذٍ 
.6+م3-< (6)نه0 


البرهان: ليكن 11 بياناً جزئياً موسعاً مستوياً من 6 بأكبر عدد من الأضلاح, 

باستخدام النتيجة (1-5) ينتج لدينا 6 - |(3/903 > (8)51| وهذا يؤدي إلى 

6 - إ(©)397 > |80 (لأن |(©)"] > ((701). بما أن 11 بيان مستوي 

أعظمي, عندئذ عند إضافة أي ضلع من الأضلاع الباقية |(5)15| - [(5)©6 إلي 

الرسم المستوي للبيان ]آ, فإنه يحدث تقاطعاً واحداً على الأقل. مما سبق نستنتج أن 
6 + |()3|1 - إز0)ظ| < إرتمعه]| - ارمع < رم)ن 


-.6+م4-3 < (0)زه 


مبرهنة (7-5): ليكن (9 ,)6 بياناً ثنائي التجزئة بسيطاً ومترابطاً, عندئذٍ 
4+م2- < (م)ن 
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تخمين (3-5) (1973 بلاعطنق]! لطة تجتدية1آ): 2(5 - صط) - رن »و0 ). 


مبرهنة (11-5): (1999 ,5218231) لأجل 7 > 28 > 3 و 8 > 10 يكون 
(2 -2) ع رو »ونه 


مثال (5-5). لاحظ الشكل (5-5), أن 8 - (و01))0,")0. 


7 


الشكل (5-5) 


في 2001, (52[12232 0مه 2ع:2هن1) قدما حداً أدنى لعدد التقاطع لجداء 
حلقتين من الطول 22 و 2. 


نقبل المبرهنات التالية بدون برهان. 


مبرهنة (12-5): (2001 ,5318281 380 11362[) لأجل 2 > 4, يكون 
.لم2 حتم) < (وناءايون)ه 


مبرهنة (13-5): (2006 ,معداعع من 4م ععاعصنء8) لأجل « > 4 يكون 


152 


3 > )“كلانه 


مبرهنة (2002(:)14-5 11656 مقتتة3/1) 


و9 > (ون)" ركاه 
4 > 0 ويكلاه 


تخمين (4-5) (2002 11655 مؤنههاح): هد - (,0< ريكك)ك. 
التخمينات الأربعة مازالت مفتوحه ولم ثثبت إلا في حالات بسيطة جداً. 
(2-2-5) سمك البيان (1م 12 01 ووءصساعتط1) 


لتحليل تقاطعات البيان وتحليل الشبكات غير المستوية إلى طبقات وشرائح 
خالية من التقاطعات, نعرف السمك (1511655) (0)6, للبيان البسيط والمترابط 
9 ,م)6, بأنه أقل عدد من البيانات الجزتية الموسعة المستوية للبيان © والتي 
تشكل أضلاعها تجزئة لأضلاع البيان 6. 
بالتأكيد 1 - (06, إذا وفقط إذا كان © بياناً مستوياً. 


مبرهنة (15-5): ليكن (9 ,000 بياناً بسيطا مترابطاً, عندئذ 
| (6 -م3)/و |< ©)ه 


البرهان: من النتيجة (1-5), هناك على الأكثر 6 - 30 ضلع لبيان جزئي موسع 

مستو للبيان 6 وبالتالي ينتج على الأقل [ (6 - م3)/] بياناً مستوياً على م 
أدن - 

راس... 
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مبرهنة (16-5): ليكن (0 ,6)0 بياناً بسيطاً ثنائي التجزتة مترابطاً, عندئذ 
4 -م2)/و <١‏ ©)0 


البرهان: من النتيجة (2-5), وبشكل مشابه لبرهان المبرهنة (3.)15-5 


تغورضن للفيرهنات الثالية يذو بوهان مدنا ناكطالة: 


مبرهنة (17-5): (1983 ,نلش) ,10 ,29 م : [7(/6 + م) | > (,0)1 
.0 ,9 - م: 3 > (رك)ة 


مثال (5-5). لاحظ الشكل (65-5), أن 2 - (ي8)6. سند الدب 


الشكل (5-5) 


مبرهنة (18-5): (1983 ,نلة) ,[(2 - + ص)ن/صط | > )0 
1/4 +م | > (م©)0 


لان 1944 


. أثبت أن 15 بيان غير مستو. 
. أثبث النتيجة (1-5). 
٠‏ أثبت نتيجة (2-5). 


. إذا كان (9 ,م)6 بياناً بسيطا مستوياً خالياً من البرازخ والبيانات الجزئية وك5, 


فأثبت أن (2 - 200 >0. 


. جد بياناً © بسيطأً مترابطاً مستوياً من المرتبة 8, بحيث يكون البيان المتمم 


3 
3 


٠‏ أثبت أن الجداء الديكارتي لبيانين غير .مستويين هو بيان غير مستو, هل 


العكس صحيح ؟. 


. باستخدام مبرهنة كورتوفسكي, أثبت أن بيان بيترسن غير مستو. 
٠‏ أثبت أن كلا من (12055 و (ويك120 بيان غير مستو. 
٠‏ جد بيانا مستويا لابحوي رأس درجته أقل من 5. 


٠‏ لتكن 0 01 شجرة حيث - 4 وليكن حات كت © 7 برهن أن 


مع + يع + برع + '1 بيان مسئثو. 


. استخدم مبرهنة كورتوفسكي لإثبات أن 17 غير مستو. 
َ أثبت أن 1 -ر(ويظهء. 
٠‏ أثبت أن 3 - (مك0). 
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.14 
15 
.16 
17 
.15 
.19 


.20 


. 21 


أثبت أن 2 > وريك)ء. 

ارسم بآ مع 9 تقاطعات. 

أرسم ووآ بأقل عدد من التقاطعات. 

ارسم 06005 بأقل عدد من التقاطعات. 

جد (ججي>1)© وأرسمه. 

ارسم ي>[+/71 بتقاطعين فقط. 

ارسم ما يلي من البيانات المستوية أو أثبت أنه غير موجود: 
8. بيان بسيط من المرتبة 6 والقياس 13. 

ط. بيان ثنائي التجزئة بسيط من المرتبة 7 والقياس 11. 
©. بيان بسيط من المرتبة 144 والقياس 613. 

4. بيان ثنائي التجزئة بسيط من المرتبة 36 والقياس 68. 


ليكن لدينا 12 من أفران تحميص الفخار في مصنع و 2 من أرصفة التحميل 


وبفرض كل فرن يتصل بخط حديدي واحد مع كل رصيف والمطلوب إنشاء 
هذا المصنع بأقل عدد من التقاطعات بين السكك الحديدية حتى نقلل التصادمات 
بين العربات. (خذ بعض القيم المختلفة لد 20 و 8). 


22. جد وارسم (0؟6)1. 


3. جد وارسم (مم0)6. 


.24 


جد وارسم (0)6, حيث 6 بيان بيترسن. 
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الفصل السادس 
بيانات أولر وهاملتون 


5 للقاء1نانكا لخ لقتصه) !تسو 


أن أقدم مسألة معروفة في البيانات هي مشكلة الجسور فوق نهر بريجل 
(6[1ع2:6) في مدينة كونيكسبيرك (06801855658), ألمانيا. مضمون الرواية هو 
كيف يمكن الانطلاق من نقطة على أجزاء اليابسة (1 ,0 ,8 ,ل (حيث 8 ,لم 
جزز ضمن النهر و 27 ,0 اليابسة على شطي النهر), بحيث نسير على كل 
الون وه سشبعة ثم تعود إلى النقطة نفسها بدون أن نستخدم الجسر نفسه أكثر 
من مرة وهي كما تظهر في الشكل (1-6). 


الشكل(1-6). جسر كونيكسبيرك 
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بعد محاولات عديدة, اعتقد الجميع أن المسألة غير قابلة للحل. في عام 1736, 
نشر أولر (11165 608314.,]) مايُعتقد أنه أول بحث في نظرية البيان تناول فيه 
مشكلة جسر كونكسبيرك أو (مشكلة الجسور السبعة كما يطلق عليها أحياناً). لاحظ 
أولر أن حل المسألة يعتمد على عدد الجسور المتعلقة بكل منطقة من المناطق 
الأربعة في اليابسة. بمعنى أخر, من أجل الدخول والخروج من وإلى كل منطقة 
يلزمنا جسرين وبالتالي يلزم عدد زوجي من الجسور إلى كل منطقة ومنها على 


اليابسة بحيث لانستخدم الجسر أكثر من مرة واحدة. 


(1-6) بيانات أولر (طرهة © سمت ل15). 


البيان البسيط هو بيان يحتوي على الأكثر ضلعاً واحداً بين كل رأسين 
متمايزين. البيان المضاعف (5211]187305), هو بيان يمكن أن يحتوي أكثر من 
ضلع بين أي رأسين مختلفين. 
نعرف الآن بيان أولر (87208 135,ء1ناء) بأنه بيان يحتوي دورة (إتناء5ه) تمر . 
بجميع أضلاعه وهذه الدورة تسمى دورة أولرية. البيان الذي لايحتوي دورة أولرية 
ويحتوي رحلة (6381) تمر بجميع أضلاعه, نسميه بيان شبه أولري -تممعءة) 
(ة54ه1نض15 ونسمي هذه الرحلة برحلة أولرية. حول أولر جسر كونسيبرك إلى 
النموذج البياني التالي: 
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2 
الشكل(2-6) البيان المضاعف لجسر كولكسييبرك 


والسؤال ماهي الشروط الواجب تحققها في بيان حتى يحتوي دورة تمر 
بجميع أضلاعه. درس أولر الشروط الازمة لاحتواء بيان على دورة أولرية أو 
رحلة أولرية. بمعنى أن يكون البيان أولري أو شبه أولري. ومن تطبيقات بيانات 
أولر ترميز الاتصالات, في البرامج التي تعمل بالتوازي ولعبة الدومينو. 


مبرهنة (1-6) أولر (1736 ,20165): يكون البيان المترابط 0, بيان أولر, إذا 
وفقط إذا كان كل رأس في 6 له درجة زوجية. 


البرهان: -> : في كل مرور بالرأس ", هناك يكون دخول وخروج منه وبالتالي 
هناك عدد زوجي من الأضلاع التي تقع على ؟. بالنسبة لرأس البداية, يتم 
الانطلاق منه ثم العودة إلية في نهاية الرحلة وبالتالي له درجة زوجية. 


جح : بسهولة نجد إمكانية تجزئة أضلاع البيان إلى حلقات وذلك لأن لكل رأس 
درجة زوجية. كل حلقة من الحلقات السابقة تشارك بدرجتين من درجات الرأس 
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الزوجية مع حلقة أخرى وبالتالي مع 6. ليكن هناك >1 حلقة من أضلاع البيان. 
سوف نثبت أن 6 بيان أولر بطريقة الاستقراء على 6. إذا كان 1 > ع1 فالبيان 
أولري وعندما 2 > آ, فإن الحلقتين تشتركان برأس 7 له درجة 4, باستخدام هذا 
الرأس في بداية الرحلة ثم المرور بأضلاع الحلقة الأولى إلى 7 ومن ثم نمسح 
أضلاع الحلقة الثانية والعودة إلى نفس الرأس 7. أي أن 6 بيان أولري. 

لنفرض أن المبرهنة صحيحة من أجل جميع عدد الحلقات والتي أقل من ع1 ولنثبت 
صحتها من أجل عآ. لتكن الحلقات »0 ,... ,© ,:©6. من الفرض أن البيان :© 
المكون من الحلقات ,02 ,... ,و0 ,:©, هو بيان أولري لأن درجة كل زوجية. 
على الأقل هناك رأس ا مشترك بين الحلقة م0) والبيان 61 وله درجة زوجية. 
الآن, نستخدم هذا الرأس كبداية رحلة في البيان 61 ثم نعود إليه ونجتاز أضلاع 


0 وفي النهاية نعود إلى :ا. ومنه نجد أن البيان أولري مهما كان عدد الحلقات.!- 
يمكن صياغة المبرهنة التالية والتي نوردها بدون برهان. 


مبرهنة (2-6): (1988 ,010ه6) ليكن © بياناً مترابطاً, عندتذ الحالات التالية 
متكافتكة: ْ 

1. البيان © يحتوي دورة أولرية. 

2 لكل رأس في 6 درجة زوجية. 

3. يمكن تجزئة مجموعة الأضلاع في 6 إلى حلقات.- 


نتيجة (1-6): يكون البيان المترابط 6, بياناً شبه أولري, إذا وفقط إذا كان يحتوي 
على الأكثر رأسين من الدرجة الفردية. 
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البرهان: يترك البرهان كتمرين للطالب. 
خوارزمية (1-6) فلوري (سطاتدمولف و'توجد19؟). 


المعطيات : (18 ,0097 بيان مترابط من الرتبة 8 والقياس 0. 

المخرجات : دورة أولرية © للبيان 6. 

الطريقة : تمديد 0 بحيث لايحتوي البيان 0 - 6 على جسر, إلا إذا لم يبق هناك 
اختيار أخر. 

خطوات الخوارزمية: 

1- اختر أي رأس ؟ في © وضع 7 - 6, و 0-: 1. 

2- بفرض حصلنا في اختيارنا على الرطة © ,6 ,... :71 .يه ,0 -0). 
2- في ,١‏ اختر أي ضلع ,بح يجاور ,ع, لاينتمي إلى :0 وبحيث لايكون 
جسراً في البيان (:83)0 - © > :6, مالم يكن هناك اختيار أخر. 

2- طبع 1ب ورب رزل) > يبزن). 
2- ضع 1+1-::. 


3- إذا كان ؟ -1, عندئذٍ توقف ويكون :0 > 0, وإلا اذهب إلى 2. 


مثال (1-6): استخدم خوارزمية فلوري, لإيجاد دورة أولرية في البيان الموضح 
في الشكل (3-6). 
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0000# الشكل(3-6) 


1- اختر أي رأس 0 في ) وضع م - )ار و20 1., 
0 لدينا الرحلة > بن 
2- في 0ل, نختار الضلع بوه يجاور أولاً /, لاينتمي إلى ركه 


لايكون عنيو ا في البيان رم )18 -0) - و). 
2-- ضع 671 و0 - 6 . ْ 


2- ضع 1 +0 -:1. 
3- هل 0-11 -1 > ؛, كلا, اذهب إلى 2. 
2 لدينا الرحلة 6071 وولا > إنا. 


2- في 71, نختار الضلع .© يجاور 71, لاينتمي إلى 01) وبحيث 
لايكون جسرا في البيان ((8)00 - 0 - ,1 6. 
02 ضع 72 و6 0 - . 


2- ضع 1 + 1 > 1. 
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2 


3- هل 11 -جن -4 - ؛, كلا, اذهب إلى 2. 


2-- لدينا الرحلة )7 ,و رولا رو© رولا ,62 :1لا و1© ,170 >> بن). 


2- في |", نختار الضلع 7195 > 1بو6 يجاور 71, لاينتمي إلى +) وبحيث 
لايكون جسراً في البيان (8)0 - 6 > ,6. 
2.2- ضع 71 .و0 و - ول). 


2- ضع 4+1 2: 1. 
3- هل 11ج - 5 - ؛, كلا, اذهب إلى 2. 


ا لاا 


بتتابع نفس الخطوات السابقة وتحت الشروط في الخطوة (2-1 ,2) نجد دورة 
أولرية للبيان بالشكل التالي: 0 0 


1و5 ,1711 و64 ات 230 60 

4لا ,66 روا و65 :171 و4 6 ال 3 

2 و© وول وم© و73 و65 .171 وو 0ت 

0و6 رولا و7© وه وعم© وول ,65 :171 وي 7 و6 ,72 و6 ,زلا و[ ,910 > ول) 


0لا وو© و72 وت و74 وم© و5 و5© :71 و4© وول و3 وو و2© روزلا 1© و70 27 و0 
5 وو6 


و0 وع© و7 و67 ,74 و66 و79 وو ا لت 312 
06 و75 وو© 


و0 و68 9/26 و67 وهلا و6© وول © 9711 و64 ,7/3 و3 و72 وج :1لا و61 و70 > 1ول) 
10 و76 و10© و75 وو© 
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3- هل 11- -2 - ؛, كلا, اذهب إلى 2. 


02- لدينا الرحلة 6212 1111© و70 2 62 


2- في «7, نختار الضلع بيه يجاور :7, لاينثتمي إلى 00) وبحيث 
لايكون جسراً في البيان (8)02 - 6 > و6. 
2 - ضع ولا روه رون) > ون). 


2- ضع 1 +2 -: 1. 

3- هل 11 - - 3 - ؛, كلا, أذهب إلى 2. 

2- لدينا الرحلة ا و63 و72 و62 911 611 روا 5 6 

2- في :8, نختار الضلع ملاو ربو يجاور 7, لاينتمي إلى 05), لكن 
74 2ت ب اجسر في البيان (8)0 - 3) - و6), لذلك لايمكننا اختياره. 
إذا, نلغي هذه الخطوة ونذهب إلى 2. 


5 10000 5 
2- لدينا الرحلة ولا ,وه ,ج؟ ,جع ,ل ريه ,ول 2 و0). 


2- في :", نختار الضلع 7597 > ربو يجاور :", لاينتمي إلى 0) وبحيث 
لايكون جسراً في البيان (58)0 - 6 > و6. 
2- ضع 81 ,و6 رول) > بن). 


2- ضع 1+ 3< 1. 
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3- هل 11 ت 4ن > 11 > إ, نعم, عندئذز 0,1 - 0 وهي الدورة الأولرية 
المطلوبة للبيان في الشكل (6-). 


6# وهوموو هيوم يءعورويه 


يجب أن نلاحظ وجود دورة أخرى للبيان في الشكل (3-6) لها الأضلاع نفسها 


ولكن بترتيب آخر. 


(2-6) سلسلة ديبرويجن ومشكلة ساعي البريد 
(كتطع1طه© سمتصطاوو 0طة كدععدع تتوع5 «تتسعظء12). 


من تطبيقات بيان أولر هو اختيار: الطريق الأمثل في رحلة التجوال. ونعلم 
أن رحلة التجوال ترتبط باختيار جهة السير من مكان إلى آخر وهذا ينتج عنه بيان 
موجه. من بين أهم مشاكل التجوال المتكرر هو الرحلة اليومية لساعي البريد والني 
سنحاول دراستها التطبيقية على بيانات أولر بطريقة السلاسل الرمزية. 


لتكن المبرهنة التالية والتي يصف أولر من خلالها البيان الموجه الذي 
يحتوي على دورة أولرية موجهة. 


نقبل المبرهنة التالية بدون برهان. 


مبرهنة (3-6) (طمدعع21صدنو81): ليكن 1 بياناً موجهاً مترابطاً, عندئذ 
الحالات التالية متكافئة: 
1 البيان 0 بيان أولري. 
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2 لكل رأس ؟ في 12, (0007 > (10)0. 
3. يمكن تجزئة مجموعة الأضلاع ((18)1 في (1 إلى حلقات موجهة.- 


مبرهنة (4-6): (1986 ,علهنمدمآ ههه لصدهعدط0) البيان الموجه (1, يحتوي 
رحلة من الرأس ؟ إلى الرأس + إذا وفقط إذا كان (8)0ه - 1 + (10)97, > (10)3 
1 + 0409 ولكل الرؤوس الأخرى باسئثناء 11 ,7 تتساوى الدرجة الداخلية مع 
الدرجة الخارجية. 


نسمي السلسلة الرمزية بالعناصر 1 ,0 (الترقيم الثنائي) ومن الطول "2, 
سلسلة (2 ,2)-ديبرويجن (068701[2-(2 ,2)), إذا كانت تحوي كل الإمكانيات 
للسلاسل الرمزية الجزئية بالعناصر 1 ,0 من الطول 2 لمرة واحدة فقط, وبطريقة 
دورانية. أي سوف يظهر بها ”2 سلسلة رمزية من الطول 5. 


مثال (2-6): لتكن السلاسل الرمزية التالية: 


01110١. ١١ 41 


السلاسل الرمزية السابقة التالية هي سلاسل (2 ,2)- ديبرويجن وذلك عندما 
4 ,2 ,1 > 2 على الترتيب. حيث إنه إذا كان 1 > ه, فإن 2 - 2 وبالتالي 
السلسلة 01 هي سلسلة (1 ,2)- ديبرويجن وهي تحوي سلسلتين رمزيتين جزئيتين 
مختلفتين من الطول 1, هما 0 و 1. 

عندما 2 > 5, فإن 4 - 22 والسلسلة 0110 هي سلسلة (2 ,2)- ديبرويجن وهي 
تحوي أربع سلاسل رمزية جزئية مختلفة من الطول 2, بالطبع نأخذها بشكل 
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دوراني: من بداية السلسلة إلى النهاية, ثم من النهاية إلى البداية بشرط عدم تكرار 
السلاسل الجزتية. وبالتالي السلاسل الجزئية هي 00 ,10 ,11 ,01. 

يمكن للطالب التأكد من أن السلاسل الرمزية الباقية لأجل 4 ,3 > 8, تشكل سلسلة 
(2,3)- ديبرويجن و (4 ,2)-ديبويجن على الترتيب. لاحظ الشكل (4-6), يمثل 
توضيحاً لطريقة إيجاد السلاسل الرمزية الجزئية من الطول 3 لسلسلة رمزية من 
الطول 8 > *2, وحيث الاتجاه بعكس حركة عقارب الساعة. 


الشكل (4-6) 


بحيث ينتج لدينا (13 ,8)-سلسلة من الطول "0 يمكن تجزئتها إلى “6 سلسلة جزئية 
مختلفة من الطول 32 وبنفس الطريقة السابقة. 


نعرف البيان الموجه (2 ,2)- ديبرويجن , ,22 من الرتبة 1 “2, ومُرمز 
الرؤوس بسلاسل رمزية ثنائية الترقيم 1 ,0 من الطول 1- , وله *2 قوس مُرمزة 
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القن وفؤية عاية" الترف :01 خين الطولج1- القرين: المؤتجه دي اران 
نوط...وطرط إلى الرأس د ...02 يأخذ الترميز م و .. 2 


مثال (3-6: البيان الموجه (4 ,2)- ديبرويجن + ,2 من الرتبة 8 - /22, 
ومُّرمز الرؤوس بسلاسل رمزية ثنائية الترقيم 1 ,0 من الطول 3 > 1- 4, وله 
6 -22 قوس مُرمزة بسلاسل رمزية ثنائية الترقيم 1 ,0 من الطول 4. 


نلاحظ القوس الموجه من الرأس 000 إلى الرأس 001, يأخذ الترميز 0001. أي 
أن الرمزين الثاني والثالث من الرأس الأول يتطابقان مع الرمزين الأول والثاني 
في الرأس الثاني ثم نضيف الرمز الأول من الرأس الأول والرمز الثالث من 
الرأس الثاني وكأنه تركيب لسلسلتين رمزيتين من الطول 3 لرأسين, للحصول على 
سلسلة رمزية من الطول 4 للقوس الذي يصل بينهما. أي نحصل على سلسلة 
لترميز الأفواس في +,(1 وهذا المبدأ هو الشرط لوجود قوس من رأس إلى آخر. 
لاحظ الشكل (5-6) لتوضيح البيان الموجه (4 ,2)- ديبرويجن +,دلآ. 


100 1100 110 


1010 


0010 01 011 


001 0011 011 


الشكل (5-6). البيان الموجه (4 ,2)- ديبرويجن 122,4 
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الطريقة السابقة المستخدمة في بناء البيان الموجه (4 ,2)- ديبرويجن ب,و(آ, 
تفيد في تتبع الدورة الأولرية الموجهة في البيان ,د أو أي بيان موجه 
(2 ,2)- ديبرويجن .رولآ, حيث في البيان م,و يكون بين الرأسين :ية... ي8ية و 
نوط... يطرط قوس من 6.مة... ي3بة إلى مط... يطرط إذا كانت السلسلتان 
الرمزيتان الجزئيتان موط... وطرط > مة... :2 وعندئذ يأخذ القوس الترميز 


1و إسوة... 2 


هذه الدورة المرمزة كانت ثمرة الرياضي الهولندي ديبرويجن لحل مشكلة 
ساعي البريد المتجول حيث رمز لمواقع صناديق البريد بسلاسل رمزية ثنائية من 
الطول 1- 2 وللشوارع التي سيسلكها الساعي بسلاسل رمزية ثنائية من الطول 2. 


يجب ملاحظة أن كل قوس من أقواس البيان له سلسلة رمزية من الطول 2 تختلف 
عن أي سلسلة رمزية تخص قوساً أخر, أي لايوجد قوسان لهما السلسلة الرمزية 
نفسها. بالطبع اخثتلاف ترميز الأقواس يضمنه اختلاف ترميز الرؤوس. 


مبرهنة (5-6): البيان الموجه (2 ,2)-ديبويجن , ,:(1, هو بيان أولري. 
البرهان: البيان ديبويجن , ,12 هو بيان موجه متصل بقوة, لأنه إذا كان 
وا وطبط وآمة... 3142 أي رأسين في د بولا, عندئذٍ سلسلة الرؤوس 


لوط م وطيط ذه 1 1بة ... 08 1 ية ... 82 و[-ية ... ج814 


تعرف رحلة موجهة من الرأس مة... 2:8 إلى الرأس و6...وطرط. بالإضافة 
إلى ذلك, لأجل كل رأس الوط .وطرط من دولا الأقواس الخارجة منهأ هي فقط 


209 


القوسان 0_مط...وطرط و 1يط...2طرط, والأقواس الداخلة أليها هي فقط القوسان 
بوط ..وطرط0 و توط. . .يط رط8 [. ينتج من ذلك أن 


2 حت (بوط. 1 .وط رطا )00 - (بوط. . .بوط رط )10 


الآن, من المبرهنة (3-6), نستنتج أن ,م ,12 بيان أولري.- 
(3-6) بيانات هاملتون (15م222» طدتقنده)[تسرددا8). 


في الفقرات السابقة من هذا الفصل كانت دراستنا لكيفية إيجاد دورة (رحلة) 
تعبر كل ضلع في البيان ولمرة واحدة فقط. السؤال الآن, كيف يمكن إيجاد حلقة 
[س] في لبون تن يكل رلس وآمرة و1كة قتا ش 


في 1865, وليم هاملتون (22011408]آ 0دنا17/:1) أرسل إلى صديقه لعبة 
على شكل قطعة خشبية مجسمة لها 12 وجه (منطقة) منتظم وعلى حدود الأوجه 
0 مدينة الأهم في المملكة المتحدة والطرق الواصلة بين هذه المدن هي حدود 
الأوجه والذي أطلق عليه الأثنى عشر وجه (دمعةع طم 000), لاحظ الشكل 
(6-6). وسأله في الرسالة فيما إذا كان بإمكانه إيجاد مسار مغلق بحيث ينطلق من 
إحدى المدن ويزور كل المدن ثم يعود إلى المدينة نفسها. 
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الشكل (6-6) 
نسمي الحلقة التي تنطلق من أحدى المدن وتمر بجميع المدن الباقية ثم تعود 
إلى مدينة البداية بحلقة هاملتون (16ن0و© 2قتم0][تمته) وعليه نعرف بيان 
هاملتون (8:221 32نه1]0ندسة), بأنه بيان يحتوي على حلقة هاملتونية تمر 
بجميع رؤوسه. البيان الذي لايحتوي حلقة هاملتونية ويحتوي مساراً يمر بكل 
الرؤوس تسميه بيانا شبه هاملتوني (28101108122 -56131) ونسمي المسار عندئذٍ 
مساراً هاملتونياً (815م 011:083125ة!). أصغر حلقة بعدد الرؤوس في البيان 6, 
تسمى خصر (طاناى) البيان. 


مبرهنة (6-6) (1960 ,026): ليكن البيان (9 ,)© حيث م > 3, إذا كان لأجل 
كل رأسين غير متجاورين لا ,كا يكون (06807 + (0680 > م, عندئذ 6 بيان 
هاملتون. 
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البرهان: كك نقض الفرض, لنفرض أنها غير صحيحة. عندئذٍ لنفرض وجود 
أكبر بيان يحقق شروط المبرهنة من الرتبة © > 3, و غير هاملتوني. البيان 6 
غير ون ويحتوي رأسين لا ,* غير متجاورين, عندئذ و + © يكون 
هاملتوني. بما أن « > 3, 6 غير تام. 

الآن, لنناقش البيان 9 + ) > 51. 11 بيان هاملوني وكل حلقة هاملتونية فيه يجب 
أن تحوي الضلع لإ. نستنتج أن © يحتوي مساراً 7«-* هاملتونياً. وليكن 
لا > ولا ,... رولا ,71 > عر : 8. نلاحظ أنه, إذا كانت (71)8:؟, عندئذٍ 
(201)9 1" وإلا فإن متتالية الرؤوس ١‏ 

ع و72 1ؤ؟ رولا وح و[جؤلا زلا ولا 

تشكل حلقة هاملتونية. لاحظ الشكل (7-6). إذن, لكل رأس مجاور إلى * يوجد 
رأس من (98) - (7)6؟ لايجاور ل8. ومنه نجد (0680 - (1- م) > (77) 468 
وبالتالي 1-م > 06807 + (46805 وهذا يناقض الفرض. نستنتج أن المبرهنة 


نتيجة (2-6) (عهخاط): ليكن البيان 9 ,)0 حيث م > 3, إذا كان 
(0) 5 > 2/م, عندئذ 0 بيان هاملتون. 


البرهان: ينتج مباشرة من المبرهنة (6-6)./] 
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مبرهنة (7-6) (898121© عق 8080437: ليكن البيان (0 ,6)0, و 38 ,5 رأسين 
غير متجاورين بحيث إن (068097 + (06805 > م. عندئذ بع + 6 بيان هاملتون. 
إذا وفقط إذا كان 6 هاملتوني. 


اليرهان: إذا كان ) هاملتوني, عندئذ 9< + ) هاملتوني. 
العكس: إذا كان لإ + © هاملتوني و ) غير هاملتوني, عندئذ بتطبيق المبرهنة 
(6-6) نحصل على تناقض. 


مبرهنة (8-6): م0 بيان هاملتون مهما يكن م > 2. 


البرهان: بالإستقراء, واضح أن. © بيان هاملتون. بفرض أن 
0 3 لوط ,... روط روط 
حلقة في (0. عندئخ 
0 وقيط ,... ,1 نيط ,نيط ,0لوط ,... ,حيط ,0بط 
تكون حلقة في 1+ م0. ومنه نستنتج أن م0 بيان هاملتون مهما يكن > 7.2 


الشكل (8-6) حلقة هاملتون في و0© 
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نقول عن البيان (0 ,605 إنه بيان شامل الحلقات (ع1اءلوعمهم) إذا كان 


مبرهنة (9-6): (1988 ,60314) إذا كان (0 ,م60 بيان هاملتون بحيث © >7/4م, 
عندئذ, إما أن يكون © شامل الحلقات أو يكون 7 زوجيا و 6 يماثل (م,ديكآ. 


(4-6) بيانات هاملتون الموجهة (وطجرهدع11 تسهتتده)1تتسة11). 


نعلم أن دراسة البيانات الموجهة بشكل عام أكثر تعقيداً من دراسة البيانات 
غير الموجهة. سوف نتعرض في هذه الفقرة لدراسة بيانات هاملتون الموجهة. كما 
أن لبيانات هاملتون الموجهة تطبيقات أكثر مما هي في البيانات غير الموجهة. 


عرفنا سابقاً الدرجة الداخلية للرأس ؟ في البيان الموجه ورمزنا له (10)9 
ولدرجته الخارجية (00)9, كذلك درجة الرأس 7 هي مجموع الدرجتين الداخلية 
والخارجية (00)907 + (10)9 - (07)وء0. 
مثال (4-6): البيان الموجه في الشكل (9-6) يحتوي الحلقة الموجهة 

[/ وول وبلا و6" وول" و74 و73 و72 2/15 


وهي تمر بجميع رؤوسه ولمرة واحدة, إذن هو بيان موجه هاملتوني. 


214 


80 


الشكل (9-6) 


سوف نعرض للمبرهنة التالية لموينيل وألتي نوردها بدون برهان بسبب 
ولد 


مبرهنة (10-6) (اءند00669: ليكن البيان (4. ,)2 متصلاً بقوة من الرتبة م. 
إذا كان (/)ع06 + ©)ع06 > 1- م2, لأجل كل رأسين غير متجاورين 8 ,ا 
عندئذ ([ بيان هاملتون. 


مبرهنة (11-6) (0787000211): ليكن البيان (0 ,)1 حيث م > 3, إذا كان لأجل 
كل رأسين ا ,ءا حيث ((4)0ع9<, يكون (1007 + (0002 > م, عندئذ (1 بيان 
هاملتون. 


اليرهان: لد نقيت رحا حوط الأرجذة يوني إلى أ الول مص يوه كن .01 
رين قن سوف نئبت نثبت أنه يمكن الوصول إلى 11 من . إذا كان ()اشرع1الا, 
فإنه واضح إمكانية 0 إلى ا من 8ا. إذا (6.4)10©ن"؟, فإن شرط الدرجة يحتم 
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ل 


وجود رأس ”7 بحيث إن ((4)1ع7 و ((52164)1 وبالتالي يمكن الوصول إلى 
من 7 والبيان (1 متصل بقوة. 


الآن نطبق المبرهنة (10-6). ليكن /ز ,ا رأسين غير متجاورين في (1[, عندئذٍ 
1000 + 000 > مرو 1002 + 00 > م. إذن, نوع + (جمعء0 > م2 
وبالتالي المبرهنة (10-6) تحقق المطلوب.7] 


تخمين (1-6) (1981 ,هه50كل196): ليكن البيان 1 عاببياناً موجهاً منتظماً من 
الرتبة 1+ ع41 على الأكثر (حيث (2 + ع1). عندئخ يحتوي (1, حلقة موجهة 
هاملتونية. 


تخمين (2-6) (1993 ,153150ع8136): ليكن البيان (9 ,)18 بياناً موجهاً, بحيث 
000 > 2(/8 - م3) مهما تكن (721700. عندئذ يحتوي (1, حلقة موجهة 
هاملتونية. 


(5-6) مشكلة البائع المتجول (155 رمسعاط0ط سمددوعلة5 عصناء9ة2). . 
مسألة البائع المتجول (2ء2+01 متهددة521 عمناءة:1) والتي يرمز 


لها اختصاراً (155), هي أقل مجموع من المسافات لتجوال بائع متجول (أو 
سائح) على 85 مدينة بشرط أن يزور كل مدينة لمرة واحدة فقط ثم يعود إلى المكان 


الذي انطلق منه. يمكن مناقشة المسألة على أن تكون دراسة لأقل مسافة يقطعها, 
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في زمن يستغرقه أو كلفة يدفعها المتجؤل. بكل الأحوال لدينا وزن بين كل مدينثين 
يكن الخقال ممما ابين تالضروزة انتيكرن الأتصال ميق كل مديشقين ممكنا: 
نلاحظ أن المسالة تؤول إلى بيان موزون والمطلوب إيجاد أصغر وزن لحلقة 
هاملتونية تمن يكل الرؤودن: 


للمسألة 157, تاريخ طويل مشوق للدراسة والبحث. أقدم دراسة في هذا المجال 
تعود إلى عام 1759, عندما نشر أولر حل لمسألة تجوال فارس على حصان. ثم 
توالت الدراسات حول مسألة التجوال وإيجاد أقل كلفة (الكلفة هنا تعني طول, زمن 
أو تكلفة بجميع صنوفها) للمناطق الواجب زيارتها تحت شرط الزيارة لمرة واحدة 
لكل منطقة. لقد تعرض لها كل من (1771 ,ع0000تعلصةل؟ا .1 .م ), 
(1856 بتلقمكاكتلكآ .م .1) و (1856 ,نامالتصسطوآ .1 .11). 


مسألة إيجاد أصغر حلقة هاملتونية لبيان, ظهرت للدراسة كصياغة لمسألة 
155 عام 1936 من قبل العالم وايتني (77/311063 .51) ومن ثم آخرون. في عام 
0, (عمءط220 0هة 020:6) قدموا حل أمثل لمسألة 7755 على عينة 
مكونة من 318 مدينة وأستغرق الحاسوب 6 دقائق لإيجاد الرحلة الهاملتونية المثلى 
للعينة التي درسها. حيث من المعلوم أن مسألة 157 هي من النوع (لتتهط- 12). 
في 1976, أوضح كل من بوندي و تشفاتل (0576121 42 /60503) أن إيجاد حلقة 
هاملتونية في البيان (5 ,6)17 هي من التعقيد '[97|. 


ليكن (0 ,)6 بيانا موزون الأضلاع, له الرؤوس م7 ,... ,71. ليكن به 
وزن الضلع ,7:9. عندئذ نقول إن 6 يحقق المتراجحة المثلثية إذا كان 
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ييه + يت > زه وذلك لأجل كل الرؤوس 1 , ,ذه حيث إن الرؤوس ع" ,ز؟ ,ةا 
تشكل و0. الآن, نقدم لخوارزمية إيجاد أقصر (أصغر) حلقة هاملتونية لبيان, تمثل 
رؤوسه مناطق (مواقع ...) هدف الزيارة لبائع متجول (أو سائح ...) وتمثل 
أضلاعه المسافة (أو التكلفة ...) بين المناطق. 


خوارزمية (2-6) الإقحام الأقصر (تصط4 ةدمع ل4 305اء مم1 )و2142مط5 عط1). 


المعطيات : (1 ,06097 بيان موزون من الرتبة م يحقق شرط المتراجحة المثلثية 

المخرجات : حلقة هاملتونية © (حلقة التجوال للبائع المتجول). 

خطوات_الخوارزمية: 

1- اختر أي رأس 7 في 6 وضع ”7 > 0©, و 1 -: 1. 

2- إذا كان م - ؛, توقف, لأن م0) > 0, وتكون 0 الحلقة المطلوبة. 
وإلا, إذا كانت :0 (1>17> 1) حلقة مختارة, عندئذ تجد رأس 7 لاينتمي 
إلى :0 يكون الأقرب لرأسين متتاليين :ب ,:7 في :0. 

3- لتكن 1ب,') الحلقة الناتجة من إقحام :7 بين 7 و 78:1 في 06). اذهب إلى 
الخطوة 2. 


مثال (5-6): استخدم الخوارزمية (2-6), لإيجاد أصغر حلقة هاملتونية للبيان 
الموزون الموضح في الشكل (10-6). 
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الشكل(10-6) 


1- ليكن :" رأس البداية في 6, نضع ,> ,0, 1 -: 1, و 0 (:0)-1. 

2- 7- م1 -1. نلاحظ أن الرأس 7607 وأقرب الرؤوس إلى 61. 

3- ليكن 9,9 > و0 > وببل), و 6 > (00)بآ. اذهب إلى الخطوة 2. 

2- 7م 122. نلاحظ أن الرأس 60" وأقرب رأس إلى الرأسين 
المنتاليين 71,5 في 2ن 

3- ليكن ولا ,ولا ,/ > و0 > ب, و 21 > (05))آ. اذهب إلى الخطوة 2. 


2- 7- مغ 3 > 1. نلاحظ أن الرأس 7660 وأقرب رأس إلى الرأسين 
المتتاليين 5ل ,1 في ه0). 
3- ليكن عن ,ونا ,99 ,9 > +0 > يبل و 37 > (,0).آ. اذهب إلى الخطوة 2. 
2- 7-م ع4 - 1. نلاحظ أن الرأس +7460 وأقرب رأس إلى الرأسين 
المتتاليين 75” ,7 في 4). 
3- ليكن 22 ,ون وهلا رولا رلا > و0) - رب), و 41 - (1)05. اذهب إلى الخطوة 
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2- 7 - م عع 5 > 1. نلاحظ أن الرأس 7605 وأقرب رأس إلى الرأسين 
المتتاليين + ,ب في .0. ١‏ 

3- ليكن ع9 رولا ,4" ,76 رولا ,1 > 06) > ببزار و 53 > (06)).آ. اذهب إلى 
الخطوة 2. 

2- 7 - مغ 6 - 1. نلاحظ أن الرأس 7406 وأقرب رأس إلى الرأسين 
المتتاليين )> ,6 في 6 . 

3- ليكن 7 رولا ,74؟ ,ولكرم؟ ,ولا 9/11 > بل) > ببل), و 54 - (07)).آ. اذهب إلى 
الخطوة 2. 


2- م -7 -.. عندئذ توقف و ب) -: ) هي الحلقة الهاملتونية المطلوبة, حيث 
4 - (©).1. لاحظ الشكل (11-6).- 


تمساريتن 6: 


1. ماهي البيانات الأولرية من البيانات التالية: 


2 ماف قل « ,ته التي تجعل رم ,م1 بياناً أولرياً. 

3. أثبت النتيجة (1-6). 

4 ليكن © بياناً أولرياً, أثبت أن (1)6 أولري. هل العكس صحيح ؟. 
5. :ثبت النتيجة (2-6). 

6 جد تعقيدٍ الخوارزمية (1-0). 


7 استخدم خوارزمية فلوري, لإيجاد دورة أولرية في البيان الموضح في الشكل 


ا 8. ابن بيان (4 ,2)-ديبرويجن + .:(1, بطريقة مختلفة عن الشكل (5-6) وجد 
رحلة أولرية مختلفة له. 


9. ارسم بيان (2,3)- ديبرويجن 3,ي8, وجد رحلتين أولريتين مختلفتين له. 
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. ارسم بيان (5 ,2)- ديبرويجن 1(:,5, وجد رحلة أولرية له. 
٠‏ أثبت أن وروط > (3,و0)آ. 


٠‏ أثبت أن ب+و ,روط > (ر ,و(1)آ. 


3. كيف ييبنى 10,3 ؟. 

4. ماهي البيانات الهاملتونية من البيانات التالية: 

3 روي كا 

ط. 18 

5. ارسم 0 بطريقة ترميز الرؤوس بالترقيم الثنائي, وجد حلقته الهاملتونية. 


. 21 
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. هل بيان بترسن هاملتوني أم شبه هاملتوني ؟. 

. ارسم بياناً بسيطاً (9 ,6)8 بحيث ‏ > 8, يكون هاملتونياً وأولرياً. 

٠‏ ارسم بياناً بسيطاً (© ,6)8 بحيث 4 > 8, يكون أولرياً وغير هاملتوني. 
٠‏ ارسم بياناً بسيطاً (9 ,6)8 بحيث 4 > 8, يكون هاملتونياً وغير أولري. 


. ليكن 7 بياناً موجهاً, عندئذ يكون 1 أولرياً, إذا وفقط إذا كان يمكن تجزئة 


(4)00 إلى مجموعات جزئية يذ ,... ,يخ ,رى بحيث إن البيان المحدث 
بالمجموعة بلىْ 1 > 1 > 1) يكون حلقة موجهة. ش 


أثبت أنه إذا كان (17 ,/6)9, ليس 2-مترابط, عندتذ © ليس هاملتونياً. 
إذا كان كل من 11 ,3) بيان هاملتون, فهل 6131 بيان هاملتون ؟. 
إذا كان كل من 11 ,) بيان هاملتون, فهل [6]11 بيان هاملتون ؟. 
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4. إذا كان (9 ,م60 بياناً بحيث إن (8)6 > 2, فإن 6 يحتوي حلقة من 
الطول 1 + (5)6 على الأقل. 


5. برهن أن كل بيان موجه دوري يحتوي على مسار هاملثون. 
6. إذا كان كل من «(1 ,101 بيان هاملتون, فهل ,1010 بيان هاملتون ؟. 


7. لتكن لدينا رقعة شطرنج من القياس 038 هل يمكن للحصان أن يمر مرة 
واحدة على كل المربعات ويعود إلى المريع الذي بدأ منه. 

8. جد تعديلاً لفكرة الخوارزمية (22-6), لإيجاد أكبر حلقة هاملتونية للبيان 
الموضح في الشكل (10-6). 


9. استخدم الخوارزمية (2-6), لإيجاد أقصر حلقة هاملتونية للبيان الموزون 
الموضح في الشكل التالي: 
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الفأصل السابع 
كتليل اتات 


م212 ) 01 602زوممسرمءء12 


بفرض لدينا شركة ما ومجموعة من الوظائف وليكن هناك مجموعة من 
المرشحين للحصول على هذه الوظائف والسؤال من هو المرشح « المناسب 
للوظيفة . بالطبع يجب شغل جميع الوظائف بمجموعة جزئية من المرشحين على 
افتراض أن عدد المرشحين أكبر أو يساوي عدد الوظائف الشاغرة. 
لنحاول صياغة نموذج لهذه المسألة بأسلوب بياني. بالتأكيد سوف يأخذ النموذج 
شكل البيان ثنائي التجزئة. ليكن 13 عدد الوظائف والتي نعبر عنها برؤوس البيان 
” .... 73,379 ولنفرض أنه لأجل كل وظيفة يوجد 2 مرشح يناسبها ولنرمز لهم 
و ,... ,82 ,0381 الآن نصل كل به إلى غ7 إذا وفقط إذا كان المرشح :2 يناسب 
الوظيفة ,7. البيان النائج ثنائي التجزئة وعدد رؤوسه مساو لمجموع عدد الوظائف 
مع عدد المرشحين وعدد الأضلاع هو مجموع الاختيارات من المرشحين المناسبة 
لكل وظيفة. 
حل هذه المسألة يعتمد على اختيار أفضل مرشح لكل وظيفة مع التأكيد بأن المرشح 
لاينال وظيفتين بالوقت نفسه ولا الوظيفة يشغلها مرشحان بالوقت نفسه. نلاحظ أن 
العملية بأكملها تعود إلى اختيار رأسين متوافقين, رأس من الوظائف الشاغرة 
والأخر من المرشحين. أي ماتم التعبير عنه بضلع يصل بينهما مع العلم في حالة 
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اختيار رأسين بالشروط السابقة, فإن الاختيار التالي سوف يستثني الرأسين اللذين 
تم اختيارهما (لأن الوظيفة السابقة قد شغلت بالمرشح السابق), وبالتالي سيتم 
اختيار ارتباط مستقل عن الأول بمعنى اختيار ضلع لايقع على أي من الرأسين 
السابقين ولايجاور الضلع السابق. 

تتم كامل العملية بالأسلوب نفسه ونحصل في كل مرة على ضلع لايجاور الأضلاع 
السابقة. في النهاية يُنجز العمل ممثلاً بمجموعة من الأضلاع التي تربط ثنائيات 
من الوظائف الشاغرة والمرشحين المتاسبين الأؤظائقف والمسيتقلة فيما.بينها حتماً. 
لاحظ الشكل (1-7). وهذا مانطلق عليه الأضلاع المستقلة (طمهمع 06 عسنطءنهم) 
أو تجزئة البيان إلى أضلاع مستقلة (5مع60 04 24ءعصءمء0طآ 8ه ع8ستطءتهم). 
وسنصطلح على ذلك بالتجزئة المستقلة (عصتنطء021). 


الشكل (1-7) 0 


226 


(1-7) التنجزئة المستقلة في البيان (طدره<© 04 5عصنطء)112). 


ليكن (6 ,6)97 بياناً ما, نقول عن مجموعة 14 من أضلاغ البهان” إتهًا 
تجزئة مستقلة في البيان ©) (5ء05ء 04 غمءع0هعمعء0ه1 +0 عمنطهوم) إذا كانت 
لاتحوي ضلعين متجاورين. 
أكبر مجموعة مستقلة من الأضلاع (عنطء]228 دسنادستعحهم), في البيان 6, نرمز 
لها بي ,1 ونسميها تجزئة مستقلة عظمى, عدد التجزئة المستقلة للبيان هو عدد 
الأضلاع لتجزئة مستقلة عظمى. يمكن أن يحتوي البيان أكثر من تجزئة مستقلة 
عظمى ولكن لجميعها العدد نفسه. (كنا رمزنا سابقاً لأكبر مجموعة مستقلة من 
الأضلاع في البيان 6, بالرمز (8:)©6, أي أن (©),8 - (6©)عمم/ة). 
نقول عن ضلع إنه ضعيف الاتصال 7658064 7115 ع[762) بالتجزئة المستقلة 
ل, إذا لميكن في 30. ونقول عن رأس إنه ضعيف الاتصال بالتجزئة المستقلة 
6, إذا كان يقع فقط على أضلاع ضعيفة الاتصال. ويكون 16-مساراً متناوباً 
(طنةم عسناهصه]84-21) في البيان 6, إذا كانت أضلاعه متناوبة من أضلاع من 
التجزئة المستقلة 24 ومن أضلاع ليست في 74 (أو بالعكس, أضلاعه متناوبة 
بأضلاع ليست من 26 وأضلاع من 08). ونقول عن مسار ازدياد 
(أهم عسنهعصعنج-11) في البيان 6, إذا كان مساراً متناوباً رأسيه الطرفيين 
ضعيفي الاتصال بالتجزئة المستقلة 24. نستنتج أن 4-مسار ازدياد, يبدأ وينتهي 
بضلع ضعيف الاتصال. 


مثال (1-7): ليكن البيان الموضح في الشكل (2-7). 
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الشكل(2-7) 


نلاحظ أن الأضلاع 9 ,57495 ,72975 : 1 تشكل تجزئة مستقلة. 
9 .78 و77 ,114 و5 و73 و92 715 


وهو مسار متناوب الأضلاع مكون من أضلاع متقطعة ليسث في 14 وأضلاع /3. 
ونجد أن الرأسين الطرفيين في مسار الازدياد هما الرأسان 79 ,7 يقعان على 


مبرهنة (1-7): لتكن 842 ,241 مجموعتي تجزئة مستقلة في البيان 6. عندئذ كل 
مركبة من البيان الموسع 13 مع مجموعة الأضلاع 

(3- رالل)ب(ي8 - ,81) - رق)ظا 
تكون من إحدى الحالات التالية: 


1. رؤوس معزولة. 
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2. حلقة ذات طول زوجي متناوبة الأضلاع من ,3 و 7/2. | 
3. مسار أضلاعه متناوبة من 707 و 842, حيث إن كل رأس طرفي للمسار يكون 
ضعيف الاتصال مع واحد فقط من 1/7 و 3/2. 


البرهان: بسهولة نجد أن 2 > (5)51, لأن كل رأس لايمكن أن يقع على أكثر من 
ضلع في كل تجزئة مستقلة. هذا يؤدي إلى أن المركبات تشكل مساراً وحلقة أو 
رؤوساً معزولة. 

الآن, لندرس مركبة في 11 ليست رؤوساً معزولة. من السهل ملاحظة أنه في كل 
مركبة يجب تناوب الأضلاع من 241 و «74, وإلا هناك تناقض مع تعريف 
التجزئة المستقلة. عندئذ, إذا كانت المركبة حلقة فإنها تكون زوجية ومتناوبة 
الأضتلاع. 00 

من أجل الخالة الثالثة, لنفرض أن المركبة مسار ولنثبت أن أي رأس طرفي في 
المسار يكون ضعيف الاتصال مع واحدة فقط من :374 و 242. واضح أن كل رأس 
طرفي يقع على ضلع من إحدى التجزتتين. لنفرض الرأس 1 يقع على الضلع 6. 
إذا كان 1 > (06800 في 6, عندئذ يكون الرأس ا ضعيف الاتصال بالنسبة 
للتجزئة التي تضم الضلع السابق للضلع 6. إذا كان 2 < (8)ع46, عندئذ بدون 
التقليل من عمومية المسألة, لنعتبر أن 3/2 -6612/1, أي ,634 و جآ/1»ء. الآن, 
يمكننا أن نمدد المسار المفروض, وهذا يتعارض مع حقيقة أن الرأس هو طرفي 
لمسار وهذا المسار مركبة من 55؛ بمعنى أخر لايمكن أن يكون الضلع التالي 
للضلع »© ينتمي إلى :24. ينتج مما سبق, أن أية مركبة من البيان الموسع. 11 
لايمكن أن تخرج عن الأشكال الثلاثة المفروضة.- ا 
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من الشكل (2-7), كتطبيق على المبرهنة (1-7). ليكن 


776 17717 و كه" وو57و7 : 0/11 
771 و76 ,17305 و7714 : يآلا 


02 اانا - وآلل)ان(ي1ة -4ة) - )ا 
. (رولام7” 76 177 ْ 


نلاحظ أن طرفي المسار و7 ,71, حيث 77 ضعيف الاتصال بالتجزئة :/1 و و7 
ضعيف الاتصال بالتجزئة 82. 


مبرهنة (2-7) بيرج (4368865): التجزئة المستقلة 274 في البيان © تكون 
أعظمية, إذا وفقط إذا كان لايوجد هناك 34-مسار ازدياد في 6. 


البرهان: > : لتكن 34 تجزئة مستقلة عظمى في 6. ولنفرض أن © يحتوي 
مسار أزدياد 
371 370 :2 
((الاميا7 .... وه5و7 وو/015؟ - 084) > وطللا 
0 1 و-.. 7219739 1071 لا 
عندئذ تكون 3841 تجزئة مستقلة في 0, وتحتوي ضلع زيادة عن 34. ينتج مما 
سبق, أن 14 ليست تجزئة مسثقلة عظمى وهذا تناقضص. 
في ©). سوف نناقش البيان الموسع 51آ, المبين بالشكل التالي: 
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(2 -1/1)نار,21 0/4 - 180117 


من المبرهنة (1-7), نعلم حالة المركبات في 1آ. ومما سبق, نجد أن هناك مساراً. 
متناوباً في 11 يجب أن يحتوي أضلاعاً من ,84 زيادة مما يحتويه من 26 وذلك 
لأن ,26 تضم أضلاعاً أكثر من 34. لكن هذا المسار يجب أن يكون 14-مسار 
ازدياد في 6, وهذا يناقض الفرض بأنه لايوجد مسار ازدياد في 6. وبالتالي 
نسئنتج أن 11 تجزئة مستقلة عظمى.- 


(2-7) التجزئة في بيان ثنائي التجزئة (م12©) 4:ومذ8 02 دع سنطاء)312). 


سوف نتناول في هذا الجزء نظرية هول وبعض تطبيقاتها. هناك قصة 
شعبية لنظرية هول (75601650 113115) مأخوذة من أوضاع وحالات الزواج. أي 
ارتباط شاب وفتاة بعلاقة الزواج والذي يُعبر عنه بضلع يربط طرفين ممثلين 
برأسين. في هذه المسالة, ماهو أكبر عدد ممكن من الزيجات التي يمكننا عقدها بين 
مجموعة أولى من الشباب ومجموعة ثانية من الفتيات بشكل ثنائي فقط (شاب - 
فتاة). ناقش هول المسألة بطريقة التجزئة المستقلة في البيان الثنائي التجزئة على 
اعتبار كل رباط ثنائي (شاب - فتاة) مستقل عن غيره وطرح الفكرة بالشكل 
التالي: 


نظرية الزواج (ع1607 عع 13:د31 ©156): في جحدكية مكونة من شان 
و 77 فتأة, هناك 7 ارتباط بعلاقة زواج بين الفتيات وما يقابلهن من الشباب 
(فتاة - شاب), إذا وفقط إذا كان, كل مجموعة جزئية مؤلفة من 12 فتاة 
(*7 > ع1 > 1) راغبات بالزواج على الأقل ب 1 شاب. (حيث يمكن أن ترى الفتاة 
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أن هناك أكثر من شاب يناسبها أو ترغب به وبالتالي هناك أكثر من احتمال لعلاقة 
زواج هذه الفتاة, لكن في النهاية تتزوج شاباً واحداً). 

قدم هول نظرية الزواج بصيغة رياضية بيانية ممثلة ببيان ثنائي التجزئة على 
الشكل التالي: 


قبل صياغة مبرهنة هول نذكر التعريف التالي: ليكن 6 بياناً ما و 04 
تجزئة مستقلة, عندئذ نقول عن مجموعة الرؤوس 5 إنها مقترنة بي 2/1 
(035260), إذا كان كل رأس من 5 يقع على ضلع من 31. ونقول عنها مقترنة 
بمجموعة الرؤوس 3 من خلال 781, إذا كان كل رأس من 5 يقع على ضلع من 
رأسه الأخر من 8, بمعنى أخر أن أضلاع 10 تربط رؤؤوس 5 مع رؤوس 8. 


00 هنة الزواج (3-7) هول (413115: ليكن (8 ,لآن6) - © بياناً ثنائي 2227 


التجزئة. عندئذٍ تكون 76 مقترنة بمجموعة جزئية من لآ, إذا وفقط إذا كان 
(21)9| > |5| لأجل كل مجموعة جزئية 5 من 36. 


البرهان: ->: لنفرض أنه يمكن أقتران 7 بمجموعة جزئية من الا. بما أن كل 
رأس من 2 يكون مقترنا برأس مختلف من الا, عندئذ بسهولة نجد |(71)9| > |5|. 


ج العكس: لنفرض أن (28 ,لآر) - © بيان ثنائي التجزئة و 7 لايمكن 
اقترانها بمجموعة جزئية من ؟. سوف نعمل للحصول على تناقض مع شرط 
التجاور, أي مع |(81)5| > |5إ. لنناقش أكبر تجزئة عظمى ,مم81 في 6©. من 
الفرض, لدينا أضلاع ,مم3 لاتقع على جميع الرؤوس في 5 (لأن 72 ليست 


232 


مقترنة ب 9). ليكن 17 رأساً ضعيف الاتصال إلى مم3 ولتكن 4 مجموعة 
كل الرؤوس في © والتي ترتبط بالرأس 1 ب ,و6١‏ -مسار متناوب. بما أن 
وروأ تجزئة عظمى, عندئذٍ من المبرهنة (2-8) يكون 11 الرأس الوحيد الضعيف 
الاتصال إلى ك.. لنأخذ 1ك - 5 و لله - 1. واضح أن رؤوس (40 - 5 
مقترنة برؤوس من '1, علاوة على ذلك 1 - |5| > |7/ و (21)5 1. في الحقيقة, 
(2]05 > 7, لأن كل رأس في (71)5 يرتبط ب 4 بمسار متناوب. وبالتالي نجد 
|5 > 1 - |5| > (2])5| وهذا تناقض مع شرط التجاور.-_ 


التجزئة المستقلة المثالية (عصتطء24م 5606,هم) في البيان 6, م380, هي 
تجزئة مستقلة بحيث كل رأس في البيان يقع على ضلع واحد فيها. البيان في الشكل 
(1-7) لايحتوي تجزئة مستقلة مثالية, لماذا ؟. 


نتيجة (1-7): إذا كان © بياناً وعآ-منتظماً ثنائي التجزئة, حيث ع1 > 0, عندئذ © 
له -تجزئة مسئقلة مثالية. 


البرهان: ليكن (8 ,لآ لا 06 - © بياناً و1منتظماً ثنائي التجزكة. عندئذ 
اظ| > الا| ع > || عا وبما أن ع[ > 0, ينتج |لا| > (70|. لأجل أي مجموعة 
جزئية 4 من رؤوس 6, لتكن .م1 مجموعة من الأضلاع من 6 والواقعة على 
رأس من ل. ولتكن 75 ج 5, ولندرس و8 و رمب1. من تعريف (71)5 (مجموعة 
المجاورات المفتوحة) نلاحظ أن رم::1 ح و5. هذا يؤدي إلى أن 


أذاعا > اوظ| < إروجظ| > |(5)ل| 1 
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ومنه |5| < |(7105|. من المبرهنة (3-7), يمكن اقتران 76 بمجموعة جزئية من 
لا. بما أن لآ| > [ا|, عندئذ ©, يحتوي حتماً تجزئة مستقلة مثالية.:] 


نقول عن مجموعة الرؤوس 3 من مجموعة رؤوس البيان 0, إنها تغطي 
أضلاعه (60885 عط 00761), إذا كل ضلع في © يقع على رأس من 8. يسمى 


عدد أصغر مجموعة تغطية في البيان, بعدد التغطية ويرمز له (©)0. 


مثال (2-7): ليكن البيان الموضح في الشكل (3-7). 


نلاحظ أن: 
الأضلاع المتقطعة تشكل تجزئة مستقلة وبالتالي 4 > (0),و2, لماذا ؟. 
الرؤوس السوداء هي مجموعة تغطية, أي أن 4 - (0)6. 


مبرهنة (4-7) كونيك (هنمة0: ليكن (18 ,لا د 96) > 6 بياناً ثنائي التجزئة. 


# 


(©)0 > (0)يموالا. 
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البرهان: لتكن أكبر تجزئة مستقلة في © تحوي 8< > ,م31 ضلعاً ولتكن أقل 
تغطية لأضلاع 0 تحوي © > (0)6 رأساً. واضح أن »© > جلا. 

لتكن ,مم3 تجزئة مسئقلة عظمى في 0. ولتكن 77 مجموعة الرؤوس من 22 
ضعيفة الاتصال مع وم3. نلاحظ أن |989] - |26| > |موم38|. لتكن 5-مجموعة 
الرؤوس من © والتي ترتبط ببعض رؤئوس من 7/7 بمسار متناوب. نعرف 
6 - يرق و لم8 ح ب8. ْ 


مي عى اه 


من تعريف 5 وحقيقة أن 78 - 8 لاتحوي رأساً ضعيف الاتصال, نجد أن 
7 - بر مقترنة مع +5 من خلال +يم34 وأن +5 > 2)5. بما أن 5-577 
مقترنة مع +«5, نجد أن |1897| > :50 - |بر5|. 

لنضع +508 -06) - 0. عندئذ 0 تغطي (5)6, وإلا يوجد ضلع /انا في 6© 
بحيث إن يرذع و )!8 - 76597 وهذا غير ممكن. ومنه نجد 


.4ه > |/ا1| - كنز - إوه| + إيرذا - [غذ| - نا 


ينتج من ذلك أن 0 - عملا 


ليكن (8 ,لآن]2) > 6 بياناً ثنائي التجزئة. سوف نبني شبكة ج]7 الموافقة 
للبيان © بالشكل التالي: 
أولاً نوجه جميع الأضلاع من 72 إلى لآ. ونضيف مصدر 8 إلى كل رؤوس 72 
ومصب ؛ إلى كل رؤوس الآ. نعطي السعة 1 > 8ه إلى كل الأقواس الخارجة 
من 5 أو الداخلة إلى 4. الأقواس الخارجة من 72 إلى الآ نعطيها السعة 6 - م3©. 
لاحظ الشكل (4-7). الآن يمكن صياغة المبرهنة التالية: 
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الشكل(4-7) 


ملاحظة (1-7): التدفق في الشبكات سوف يُدرس بالتفصيل في الفصل العاشر. 


مبرهنة (5-7): ليكن (28 ,لآلن]3) > 6 بياناً ثنائي التجزئة. عندئذ عدد أضلاع 
التجزئة العظمى في © يساوي التدفق الأعظمي في الشبكة الموافقة للبيان 6©, أي 
أن (7)01 > (0)مممآلا. 


البرهان: لتكن ...7 تجزئة عظمى في البيان 6. لأجل كل ضلع 9 في عمم]/3, 
سوف نستخدم المسار الموجه 1 ,ل8 ,ا ,5 للتدفق 1 > 7 من 5 إلى 4. وهذا التدفق ٠‏ 
ينطبق على كل المسارات من 5 إلى ؛ والمنفصلة عن بعضها بعضاً. ينتج أن 
"1 > بووا/ا. 

الآن لتكن / دالة تدفق صحيحة على الشبكة ج73 الموافقة للبيان 0. جميع المسارات 
الموجهة بين 5 و 1 لها الشكل 1 ,لا ,خا ,5. إذا استخدمنا المسار 1 ,ل ,ا ,5 لجريان 
التدفق, عندئذٍ لايمكن استخدام المسار غ ولا ,زءا ,8 (أي استخدام الرأس (( مع رأسين 
مختلفين من 5), ولذات السبب لايمكن استخدام المسار ؛ ,زلا ,< ,5. عندئذٍ, لأجل 
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مجموعة الأضلاع إ, الدالة 1 > (37 + *)/ تحدد تجزئة في 6. هذا يؤدي إلى 
أن 7 < ميم3 > 8. وبالتالي نستنتج أن 1 > جمم]ل.- 


سوف نلخص دراستنا لمسألة الزواج بمناقشة الاستقرار (67ذ1ؤ5426). لنفرض 
لدينا مجموعة مكونة من 2 شاب ج2320 ,...ريلظ ور20 و 2 فتات ج77١‏ ,.. .182 1ا. 
ليكن الشاب :0 متزوجاً من الفتاة 7 و و13 متزوجاً من 772. لنفرض في الواقع 
أن جم يُفضل ٠7‏ على زوجته و :7 تفضل :20 على زوجها. نلاحظ باعتقادنا أنه 
لايوجد استقرار (549616). 
لنبن جدولين للأفضلية. في كل جدول, الأسطر ترمز للشباب والأعمدة ترمز 
للفتيات. العناصر الداخلة في أي سطر لجدول التفضيل الأول يكون من 1 إلى 8. 
هذا يشير إلى ترتيب أفضلية الفتيات بالنسنبة للشاب الموافق للسطر (العدد 1 يشير 
إلى أول اختيار). وبالأسلوب نفسه يمكن توضيح الأعمدة والتي تشير إلى 
الاختيارات المفضلة للفتيات من الشباب). 
عندئذٍ مسألتنا, تؤول إلى جدولين من الاختيارات المفضلة ويمكن إيجاد مجموعة 
استقرار لهذه الزيجات. هذا يكون بإيجاد تجزئة مستقلة لاتحوي ضلعين مستقلين 


لنقدم الآن وصفاً للخوارزمية التي تعطينا الاستقرار المنشود وذلك بإيجاد 
التجزئة المسئقلة المسثقرة (عتتتطء هط ع1[طهاة). 
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خوارزمية (1-7) التجزئة المستقلة واستقرار الزواج ‏ . 
قد فملانا عاطماك سه مسطكسمولة عسمتطء )812 عاطو)5): 


المعطيات: جداول تفضيل للشباب والفتيات. 
المخرجات : مجموعة الزيجات المستقرة. 
خطوات الخوارزمية : 
1- كل شاب يقدم عرضاً لأفضل اختيار له. 
2- الفتيات المقدم لهنّ عرضان أو أكثر, يجب رفض الكل باستثناء الأكثر أفضلية 
بالنسبة لها. وإلا, لايوجد فتاة تقبل أي عرض. 
3- الشباب الذين تم رفض عروضهم يتقدمون إلى الاختيار التالي المفضل لهم. 
الذين لم يصلهم رد الرفض يستمروا في عرضهم للفتاة نفسها. 
4- كرر الخطوة 3, حتى تصل لمرحلة عدم رفض أي عرض. 
واضح أنه يمكن لكل فتاة, رفض عدد منته من العروض وهو على الأكثر 
1- 2 عرض. وبالتالي سوف يتوقف عمل الخوارزمية بعد عدد منته من 
الخطوات. 
مثال (3-7): ليكن الجدولان (1-7) و (2-7) التاليان والموضحان للرغبات 


المفكلة لقابو الففات: 
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جدول (2-7), جدول الخيارات الأفضل للفتيات 


لتوضيح الجداول نجد أن: 
في الجدول (1-7), الشاب :23 يفضل على الترتيب 51, +/لا, 185, وأخر 


خياراته لشي 
في الجدول (2-7), الفتاة و18 تفضل على الترئيب :10, +04ة, 01ة, وأخر 
7 خياراتها و3لآ. ش 


مناقشة العروض :7 تظهر في الخطوات التالية: 
في كل عرض يتقدم جميع الشباب بعروض الزواج, كل منهم إلى الفتاة التي يراها 
الأفضل له حتى يُرفض أو يُقبل, لذلك تكون العروض المرفوضة في البداية لأنه 


إذا قبل العرض فليس هناك ضرورة لعرض آخر. وفي حالة الرفض نبدأ بعرض 
الاختيار المفضل التالي. 


لتوضيح خطوات العروض :, وقرار الزيجات, سوف نرمز للرفض ب 
(ر) وعدم الرفض بي (ع.ر)., للقبول ب (ق) وعدم القبول ب (ع.ق). في حالة 
عدم القرار, يُعاد نفس العرض أي عندما يكون الجواب (ع.ر + ع.ق), ويعني عدم 
رفض وعدم قبول, لربما تنتظر الفتاة خيارات أخرى بأفضل ظروف. 


وعليه يمكن أن نوضح عملية العروض وخيارات الزواج للشباب 4ل وود ,502 ,1201 
بخطواته ومراحله التالية: 


في العرض الأول ,8 ” 
ل : خياره الأول المفضل الفتاة ,8 -> ع.ر + ع.ق. 
ود : خياره الأول المفضل الفتأة :7 -> ر. 

ود : خياره الأول المفضل الفتاة 8 -> ع.ر + ع.ق. 
بدم : خياره الأول المفضل الفتاة ,8 > ع.ر + 00 
في العرض الثاني 22: 

: يستمر الخيار المفضل للفتاة 7 5 عءر + عءق. 
2 : الخيار المفضل الثاني الفتاة ٠0,‏ -> ع.ر + ع.ق. 
ولد : يستمر الخيار المفضل للفتاة 172 -> ع.ر + ع.ق. 
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14 


: يستمر الخيار المفضل للفتاة ,آ7: ->هر. 


في العرض الثالث و2: 0 0 


11 


1 


113 


14 


: يستمر الخيار المفضل للفتاة 7< -> ع.ر + ع.ق. 
: يستمر الخيار المفضل الثاني للفتاة ,8 -> ع.ر + ع.ق. 
: يستمر الخيار المفضل للفتاة 2 ->ر. 


: الخيار المفضل الثاني للفتاة 82 -> ع.ر + ع.ق. 


في العرض الرابع ,'1: 


11 


112 


: 


1 


: يسثمر الخيار المفضل للفتاة 3771 هرم 
: يستمر الخيار المفضل الثاني للفتأة + -> ع.ر + ع.ق. 
الخيار المفضل الثاني للفتاة 7 -> ع.ر + ع.ق. 


8 يستمر الخيار المفضل الثاني للفتاة 7 -» 554 4 ع.ق.٠‏ 


: الخيار المفضل الثاني للفتاة 2 -> ر. 
: يستمر الخيار المفضل الثاني للفتاة +7 -> ع.ر + ع.ق. 
: يستمر الخيار المفضل الثاني للفتاة :87 -> ع.ر + ع.ق. 


: يستمر الخيار المفضل الثاني للفتاة 777 سه ع.ر + ع.ق.» 


في العرض السادس ع8: 
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: الخيار المفضل الثالث للفتاة و59 -> ع.ر + ع.ق. 
و0 : يستمر الخيار المفضل الثاني للفتاة +7 -> ع.ر + ع.ق. 
: يستمر الخيار المفضل الثاني للفتأة ,7+ -> ع.ر + ع.ق.٠‏ 


بد : يسثمر الخيار المفضل الثاني للفتاة و٠‏ -> ع.ر + ع.ق.ء. 


في العرض السادس, نلاحظ أنه لاعرض يرفض وبالتالي هو حالة استقرار 
الزواج. 
كما نجد أن كل فتاة لاتقرر بشأن أي شاب حتى يتقدم شاب آخر تفضله عليه. لنرى 
أن الفتاة :77 تستمر بعدم القرار بشأن الشاب :23 حتى يتم رفض الشاب 0ه من 
الفتاة و59. عندئذ تصبح الفتاة ,77 الخيار المفضل له وهي تفضله على الجميع 
بحسب دول القرارات ' للنقضلة ‏ الفنياك, الجدول”  09(‏ عندها :ينم الترافق 
' والزواج, مبارك. وهكذا يكون تحليل باقي الحالات. وتتم العروض والزيجات كما 
يوضحه الجدول التالي: 


الح مه ف ماح كس 


1ق تاكن لمكم الكواها للد كه 
ف 0 كي لك كك كك 
ا قلعن انرز ال 11 010 1317 13323017 
سه ك1 ع هه سك كدعا مس عد سس 


جدول (3-7), جدول العروض والرفض والقبول 


الأعداد المؤشر عليها ب * هي حالات رفض العرض. 


ومنه تتم الزيجات المستقرة في العرض السادس لأنه لايحتوي أي رفض, كما يلي: 
242 


الشاب 1م يتزوج الفتاة 5ا, 
الشاب ومط يتزوج الفتأة ببلاء. 
الشاب قط يتزوج الفتاة /#, 
الشاب بم يتزوج الفتاة وب._: 


البيان في الشكل (5-7), يوضح كيفية تحويل المسألة لبيان ثنائي التجزكة 

وهو تام. وتم إرفاق كل رأس بمئتالية ترتيب 1 الخيارات, مثلاً (2 ,4,3 ,111201 
يفضل بالترتيب الأولى, الرابعة, الثالثة ثم إلثانية. ويوضح الشكل الزيجات 
المستقرة (2502111286 518616), التي نتم في النهاية وهي عبارة عن أقواس 
باتجاهين (الأقواس الغامقة). كما أنها تشكل تجزئة مستقلة مثالية ‏ 1ع16:©م) 
(#ضنطه62. يمكن تمثيل المسألة بطريقة أوضح, وتتم بتحويلها إلى بيان موجه 

ثنائي التجزئة.وهو تام بحيث يرفق القوس المتجهة من كل رأس (يمثل شاب أو 
فتاة) إلى رأس أخر (يمثل فتاة أو شاب), بوزن الأولوية لرغبة الزواج من الطرف 
الأخر. لكن تم التوضيح بالشكل (3-7) لسهولة كتابة الأوزان كمتتاليات بجانب 
الرؤوس وصعوبة كتابتها على الأقواس بسبب كثافتها. 


بالطبع يمكن دراسة المسألة عندما يكون أحد الفريقين أقل عدداً من الفريق 
الأخر على أن تتم الزيجات بعدد الفريق الأقل. وفي كل الحالات تقش المسألة 
ضمن شرط عدم السماح بتعدد الزوجات أي (شاب <> فتاة) فقط وليس 
(شاب <> فتاة + فتاة + فتاة + فتاة). 
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كفن (4, 1,3 ,130300 (4,3,2 ,)102 ا 0 


)4 1 2 7 1 4 3 الخ )2 4 1 72 )1 و2 ,4 ,7710 


الشكل(5-7) 
(3-7) تحليل البيان إلى عوامل (طجة) 01 «متشدعت #«ماعة1). 


سوف .ندرس_الآن- التجزئة بشكل. عام...في أحوال كثيرة-يطلق على التجزئة 
المثالية على أنها 1-عامل (1-180105), لأن التجزئة المستقلة المثالية تكون بياناً 
1-منتظماً جزئياً موسعاً للبيان. ويمكن توسيع الفكرة إلى عامل (80102-) 
على أنها بيان 1-منتظم جزئي موسع لبيان محدد. 
يمكن أن نعرف تحليل البيان © إلى عوامل (80105122608), بأنه تجزئة 
مجموعة أضلاع البيان 6 إلى بيانات جزئية موسعة تتضمن جميع رؤوس البيان 
وبالطبع مجموعة جزئية من أضلاعه وتحقق خاصية معينة. 
كذلك نعرف تحليل البيان إلى ع1[-عامل (06-96105, بأنه تجزئة مجموعة أضلاع 
بين 6, إلى بيانات جزئية موسعة ومنتظمة من الدرجة عا. يمكن أن نرى بسهولة 
أن تحليل البيان إلى 1-عامل (1-180:05) هو التجزتة المستقلة المثالية للبيان 6. 
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نقول عن رأسين إنهما متصلان بالنسبة للتحليل 1-عامل, إذا كانا يقعان على ضلع 
واحد في هذا التحليل. بالطبع يمكن أن يوجد أكثر من تحليل للبيان © وبالشروط 
نفسها, مثلاً هناك أكثر من تحليل 2-عامل للبيان التام جك1. 


مثال (4-7): البيان مك1 يمكن تحليله إلى ثلاث مسارات موسعة 76 كما في الشكل 
(6-7). ش 


الشكل(6-7) 


المسارات هي كما تظهر في الشكل (6-7), 

مسار بأضلاع متقطعة 76 ,75 ,4” ,9/5 ,72 :71, 

مسار بأضلاع منقطة ‏ 75 ,ول ,6؟ ,1لا وهلا وولا, 

مسار بأضلاع غامقة مستمرة 74 ,76 ,ولا ,ول 715 ,3ل. 


مثال (5-7): البيان >1 يمكن تحلينه إلى 2-عامل (أي إلى حلقات 07), كما في 
الشكل (7-7). 
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تحليل بك إلى 2-عامل (:0) يظهر كما في الشكل (7-7), بالصورة التالية؛ 
07 بأضلاع متقطعة 7 ١76,‏ رولا رولا رول؟ وول وزلا, 


07 بأضلاع منقطة 7 و5 و73 و6" و71" و74 و2/ا, 


07 بأضلاع غامقة مستمرة 77 ,4" ,776 و2" و85 71 وؤلاء 


مبرهنة (6-7): ليكن (9 ,600 بياناً حيث 20 > مو (5)6 > 2, عندئذ © 
يحتوي تحليل 1-عامل. 
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البرهان: البرهان يأتي مباشرة من المبرهنة (6-6).- 


ليكن (6)م1 عدد المركبات في ©) والتي لها عدد فردي من الرؤوس. نقول 
عن بيان 6 إنه بيان هاملتون إذا كان يحتوي حلقة تضم جميع رؤوسه ونسمي هذه 
الحلقة بحلقة هاملتونية. 


نقبل المبرهنة التالية بدون برهان. 


مبرهنة (7-7) (صدءعوعط1' «ماء1-12 1146'5): كل بيان غير تافه له تحليل 
1-عامل, إذا وفقط إذا كان |5| > (5 - )م1 وذلك لأجل أي مجموعة جزئية 
(©7)0 52. ش 

مبرهنة (8-7) (2دءمع1 :0غ1-19 5'دء26665): كل بيان مترابط 3-منتظم 
لايحتوي جسوراً له تحليل 1-عامل و 2-عامل. 


البرهان: يكفي البرهان أن 6 له تحليل 1-عامل لأن الأضلاع الباقية تشكل تحليل 
2-عامل. بفرض أن © لايحتوي تحليل 1-عامل, عندئذ من المبرهنة (7-7) يوجد 
في © مجموعة جزئية خاصة 8 من الرؤوس مكونة من 1 رأس بحيث إن 
(8 - 1)6 > |9| -عآ. بفرض 00 ,... ,2 ,1 مركبات لها عدد رؤوس فردي 
في 58 - 6. يوجد ضلع من كل مركبة :6 إلى 5 (2 > 1 > 1) أو بعض :© 
يكون 3-منتظم من الرتبة الفردية وهذا غير ممكن. بما أن 6 لايحتوي على 
جسور, عندئذ لايمكن أن يكون ضلعاً واحداً يربط 5 إلى أي من :6. إذا كان هناك 
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ضلعان فقط يربطان 8 إلى بعض /6, عندئذ :© من الرتبة الفردية يحتوي عدداً 
فردياً من درجات الرؤوس وهذا غير ممكن. ينتج مما سبق, على الأقل هناك ثلاثة 
أضلاع بين 5 وأي مركبة :6. وبالتالي هناك على الأقل 35 ضلع بين 5 و :© 
(2 >1 > 1). بما أن كل رأس من 5 له درجة 3, يجب أن يكون هناك 31 ضلع 
إلى 5. لكن 38 > 311, وهذا تناقض. ينتج أنه لايمكن إيجاد 5 المعرفة بالفرض 
وبالتالي حسب المبرهنة (7-7), 6 يحتوي تحليل 1-عامل.را 


ليكن البيان (8 ,6)9, نقول عن الضلعين ,7:5 ,7:97 إنهما متوازيان, إذا 
كان الرأس غ7 يبعد عن أحدى رأسي 77 بمسافة مساوية لبعد الرأس م7 عن 


تقبل المبرهنة التالية بدون برهان. 


مبرهنة (9-7): (1986 ,أةنهوع.آ لطة لسدتتدط) البيان غير الخالي 6, 
قابل للتحليل إلى 2-عامل. إذا وفقط إذا كان 6, +2 متتظماً لأجل بعض قيم + 
الصحيحة الموجبة. 


مبرهنة (10-7): لأجل كل عدد صحيح موجب م, البيان «بويكا, قابل للتحليل إلى 
م حلقة هاملتونية. 


البرهان: واضح صحة المبرهنة عندما 1 > م. لنفرض أن 7 > 2, لتكن رؤوس 
ابويكاط: مو” ,... 715 ,70. نرتب الرؤوس م*”7 ,... ,71 على شكل حلقة ونصل 
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بين الرؤوس فينتج بيان منتظم من الدرجة 1 - 28, ثم نضع الرأس 70 في مركز 
الشكل المرتب ونصله ببقية الرؤوس المرتبة. واضح أن البيان الناتج هو .بويكظ. 
تعرف :15 (م > 1 > 1) للتحليل 2-عامل على أنها تحتوي الأضلاع يبم09؟ ,109 
ثم +9:؟ وكل الأضلاع الموازية له والضلع :7:7 وكل الأضلاع الموازية له 
(جميع الأدلة مأخوذة هنا بالقياس م2). عندئذ 17 يكون حلقة هاملتونية, وأضلاع 
البيان ,بميك1 تكون مجموعاً لي م حلقة هاملتونية من الرتبة 1 + 28 
(أي 2-عامل).2 


المثال التالي تطبيق على المبرهنة (10-7). 


مثال (6-7): ليكن البيان بك1, عندئذٍ يمكن تحليله إلى 2-عامل بحسب المبرهنة 
(10-7) كما في الشكل (8-7). 2 


391 
36و3 


374عغ 5373 
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36 


6ه 7 


534 3و5 


١‏ الشكر(8-7) 


نتيجة (2-7): لأجل كل عدد صحيح موجب م, البيان روكآ, قابل للتحليل إلى م7 
مسار هاملتوز 2 


البرهان: يترك كتمرين للطالب. 7 


مبرهنة (11-7): (1988 ,كلنهدع.آ1 200 50هامقط0) لأجل كل عدد صحيح 
موجب م, البيان موكا, قابل للتحليل إلى. 1-عامل. 


البرهان: يترك كتمرين للطالب.5 


مبرهنة (12-7): البيان ,. ,مم1 قابل للتحليل إلى +, إذا وفقط إذا كان 2 ,2 > 2 


١.1111 04 3( و‎ 
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531 


0 


البرهان: من الواضح لزوم الشرطين 2 ,2ة ك 2 و (3 0066200 2 مدط, لأن ,2 
يحتوي ثلاثة أضلاع ونعلم أن رم ,م؟1 عبارة عن حلقات. 

لنثبت كفاية الشرط : بدون التقليل من عمومية المسألة ليكن +3 > 22 و 
1 + 25 - 2 حيث 1 ,5 > 0, عندئذ يمكن تحليل . ,م1 إلى 5+ نسخة من 
رو .مك1 وغ نسخة من رو,مكآ. وبسهولة يمكن أن نحلل رو ,مك1 و رو,مك1 إلى 
و8. ومنه نستنتج أن م ,رم؟1 قابل للتحليل إلى +2.ر] 


مبرهنة (13-7): البيان ,1 قابل للتحليل إلى +, إذا وفقط إذا كان 2 > 3 و 
(3 2)0200 25 م. 


البرهان: واضح أن ,ك1 ليس قابلاً للتحليل إلى 7 لأجل 3 > ه. كذلك, إذا كان 
(3 20200 2 «, فإن عدد الأضلاع يكون 1(/2- 2008 > |(,5)16| وهذا العدد 
لايقبل القسمة على 3 وبالتالي مك1 لايقبل التحليل إلى ب. 

نعلم أن مك1 قابل للتحليل إلى ,8. عندئذ ليكن 2 عدداً صحيحاً موجباً بحيث إن 
(2)02083 8 و 2 > 6. لدينا حالتان : 


حالة 1. (3 00000 - 0. 

عندما يكون 2 فردياً, عندئذ من المبرهنة (10-7), مك1 قابل للتحليل إلى 5) 
6 جلقة اتوي نون اطول نوكن هقها تحلل: ال ار برقا متيو اسيل 
إثبات أن مك1 قابل للتحليل إلى ,5. ا 
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عندمأ 2 زوجي, يمكن ملاحظة أن )د (مك) تن ( مك80 - ك8 
(. من المبرهنة (12-7). نجد أن و ,مم12 قابل للتحليل إلى +2 وباستخدام مك1 
والاستقراء الرياضي على + ينتج أن م1 قابل للتحليل إلى ب2. 
حألة 2. (3 1)2200 > 2, ليكن 1 + ع31 > 0, ' 
لنثبت أولاً أن 17 قابل للتحليل إلى ,8. لتكن مجموعة رؤوس بكآ, 

,375 و74 ,75 و72 9/10 ,090 عندئذ يمكن تحليله إلى 3 حلقات هاملتونية 07) 
بالشكل التالي: 

وله وناو رول بولا وول يو 0 

و ول وا وول ور وو 0 

+ 237000000 
الأضلاع (7 ,,) من '©, (72 ,0/) من 02 و (7 ,وك) من ©© تشكل ي2. 
والأضلاع الأخرى من '0) ,07 ,05 تشكل نسختين من +8 وبالتالي مك1 قابل 
للتحليل إلى و2. 
يمكن ملاحظة أن 7 ,ن جيكا)تان (ب5) نا( ميك)ظ > (ربعيك1)ظ, وكل من 
هذه البيانات قابل للتحليل إلى ب2, لأجل ع1 > 3 وذلك بحسب المبرهنة (12-7). 
والحالة (1). وبالتالي نستنتج أن +عوك؟1 قابل للتحليل إلى 11.4 


مبرهنة (14-7): (2006 ,1162ء7 250 6055) بيان العجلة ,7877 قابل للتحليل 
إلى +2, إذا وفقط إذا كان (3 008200 > 5. 
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البرهان: يترك البرهان كتمرين للطالب.-ا 


مبرهنة (15-7): (2006 ,ده1اءعل" 20ة 62055) البيان ريظ غير قابل للتحليل 
إلى حلقات هاملتونية من الرتبة 21. 


البرهان: يترك البرهان كتمرين للطالب.) 


تقبل المبرهنات التالية بدون برهان. 


مبرهنة (16-7) (1998 ,وهؤقصطقط10): ليكن البيان البسيط (0 ,م)6, بحيث إن 
هم + ... + بم > مو 56 > [2ليم| + ... + [2/بم|, عندئذ يمكن تجزئة 
رؤوس 0 إلى ع[ مسار منفصل من الطول ع2 ,... :81. 


مبرهنة (17-7) (1984 ,كتقطد51-7): ليكن البيان البسيط (0 ,م)6, بحيث إن 7 
وم + رم > (يم ,رم > 3) و (8)6 > | 2/يم | + | 2/:م |, عندئذ يمكن تجزئة 
رؤوس 6 إلى حلقتين منفصلتين من الطول 82 ,1م. 


تخمين (1-7) (1984 ,51-73531): ليكن البيان البسيط (0 ,م)6, بحيث إن 
يم + ... + بم > م يم > 3) و (8)6 > | 2/يم |+ ... +1 1/2م أ, عندئز يمكن 
تجزئة رؤوس 6 إلى عا حلقه متمايزة من الطول ,2 ,... :1م. 


التقمين (1-7)ساز آل مفتوحا. 


1 


برهن أن م© (2 > 2) له تجزئة مستقلة مثالية. 

برهن أن م0 قابل للتحليل إلى #سعامل,إذا وفقط إذا كان 8 | 5. 
كم تجزثئة مثالية للبيانين (يمكا. 

كم تجزئة مثالية للبيانين موك 


جد التجزئة المستقلة العظمى لبيان بيترسن, هل هي مثالية وكم تجزئة مثالية 
له. 


ارشع يياداً بيطا 3عنتيلم ليين له قتطيل. عامل أ معام 
ارشونيانا يسودلا كسل ارين لشخطيل | تعامل أو :جعائل: 


بفرض لدينا خمس طلاب ,و5 ,54 ,و5 ,و5 ,51 حصلوا على الشهادة الثانوية 
ويتقدمون إلى خمس بعثات لدراسة الاختصاصات الطب 88, الهندسة 6ع82, 
الرياضيات 84815, الفيزياء 28 واللغة الإنكليزية 18, بحيث إن 

51 تقدم لبعثات عا ,/3, 

52 تقدم لبعثات 15286 ,31, 

د تقدم لبعثات 21 ,8/121 ,مع طاظ, 

54 تقدم لبعثات ع1 رطأة7 ,30, 

5 تقدم لبعثات عع م 


هل يمكن تخصيص بعثة لكل طالب باستخدام مبرهنة هول, وما هي ؟. 
ليكن الجدولان (4) و (8) التاليان والموضحان للرغبات المفضلة للشباب 
والفتيات في الارتباط, بين الزواج المستقر حسب الخوارزمية (1-7). 
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7 جدول (8), جدول الخيارات الأفضل للفتيات 


0. أنبت أنه إذا كان للبيانين 11 ,© تحليل 1-عامل, فإن :1+ 6 قابل للتحليل إلى. 
[-عامل. 


1 . حلل مآ إلى حلقات 5') و و1 إلى حلقات و©6. 

2. حلل ورك إلى مسارات و8. 

3. أثبت أنه يمكن تحليل .بوك1 إلى بيانات نجميه رم ,مكآ. 
4. أثبت أنه يمكن تحليل مم1 إلى بيانات نجميه رم ,م؟1. 
5. أثبت النتيجة (2-7). 


6. ارسم بياناً مترابطاً له تحليل 1-عامل أو 2-عامل وليس بياناً هاملتونياً. 


2535 


7. جد التجزئة العظمى والتغطية مستخدماً نموذج الشبكات للبيان الثالي: 


8 . برهن أنه إذا كان للبيانين © تحليل عا-عامل, فإن 11 ا 6 قابل للتحليل إلى 
ع-عامل وذلك مهما يكن البيان 11. 


9. أثبت المبرهنة (11-7), باستخدام الاستقراء على 2. 


0. ماهي مواصفات البيان 6 الذي يكون قابلاً للتحليل إلى 2-عامل وليس لمتممه 
لل لان 


1. ارسم بيانين 11 ,6 ليس لهما تحليل 1-عامل, لكن 51 6 له تحليل 1-عامل. 
22. أرسم بيانين 11 ,© ليس لهما تحليل 2-عامل, لكن 11 © له تحليل 2-عامل. 
3. أتبت المبرهنة (14-7). 


4. أثبت المبرهنة (15-7). 
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الفأصل الثامن 
السيطرة والاستقلال في البيان 


ا12م) قا عع ع0 ضع ررع0هطآ! 220 تنم تدستصسرور1 


يهتم هذا الفصل بمسائل مهمة في نظرية البيان»ء وهي مسألتا 
السيطرة في البيانات (قطمهمع 12 هم1نهمته00) والاستقلال في البيانات 
(قطمقع مز ععمعلمء مع 0ط ). 


في الخمس وثلاثين سنة الماضية ترافق تقدم نظرية البيان مع قطور علوم 
الحاسوب» الالكترونيات وبحوث العمليات. بالطبع كان التسارع في دراسة البيان 
أكثر حظأ من جهة التقدم في دراسة نظريتي السيطرة والاستقلال في البيانات. 
أهمية دراسة السيطرة والاستقلال في البيانات تأتي من الحاجة إلى تقليص عدد 
المراكز اللازمة لخدمة قطاع معين وبالتالي تقليل التكلفة من خلال عدم بناء مراكز 
تزيد عن الحد المطلوب لهذه الخدمة. على سبيل المثال» عند بناء مدارس» خزانات 
مياهء الخ ... لتخديم ريف أحد المدن السورية» يتم دراسة الاتصال بين هذه القرى 
وتجاورها مع بعضها بعضاً (حيث تمثل القرى برؤوس البيان والاتصال بينها 
بإضلاع البيان ويمكن تحميل المسافات بينها على الأضلاع وكذلك عدد سكان كل 
قرية على الرأس الذي يمثلها). بناءً على دراسة البيان الناتج يمكن تحديد القرى 
التي سيتم فيها إنشاء مركز كل خدمة من الخدمات المطلوبة ردحيث لايتم بناء 


مراكز مكررة لنفس الخدمة في قرى وتحرم منها قرى أخرى وكذلك لايتم بناء 
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مراكز تكون زائدة عن الحاجة وهذا يؤدي بدوره إلى تقليل التكلفة الاقتصادية. 
وهناك أهمية تطبيقية للسيطرة في البيان تتجلى في معرفة العدد الأقل من محطات 
الرادار اللازمة لبقاء مجموعة من المواقع الإستراتيجية تحت المراقبة والسيطرة. 
بالطبع يكون ذلك بتمثيل المواقع ببيان وإيجاد رقم السيطرة له. 


بداية الدراسة الرياضية لفكرة السيطرة في البيان كانت في عام 1960, مع 
العلم أن جذور الموضوع يعود لعام 1862, عندما درس (1868318013) مشكلة إيجاد 
العدد الأقل من الوزراء اللازم لتغطية رقعة شطرنج من القياس 25 بحيث تكون 
كل المربعات تحت السيطرة وبشرط عدم وجود وزير يسيطر على أخر. حتى الآن 
هناك حوالي 1800 دراسة تناولت توزع الأحجار على رقعة الشطرنج. الشكل 
(1-8) يوضح توزيع 6 وزراء على رقعة شطرنج من القياس 8*8. 


6 كاك 
رع كد كك 
ا سي كد كد كد كسد 
ال يب اميا 2 امسائي 


الشكل (1-8) 
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تزايد الاهتمام الأكاديمي لنظرية السيطرة في البيان منذ عام 1963, وذلك 
عندما ظهر تخمين فيزينج (عنااء[608 5'ع1218؟) والذي يطرح السؤال التالي: 


رقم السيطرة لجداء بيانين أكبر أو يساوي حاصل جداء رقمي السيطرة لهما ؟. 


(1-8) سيطرة رؤوس البيان (5ع766١1‏ 01 0ق ستندده12). 


ليكن (17 ,6097 بياناً بسيطاً مترابطاً لايحتوي على افات أو أضلاع مضاعفة. 
ولتكن (1 مجموعة جزئية من مجموعة رؤوس البيان. نقول عن (1 إنها مجموعة 
سيطرة للبيان © (564 88285صنددهل), إذا كان لأجل كل رأس اع", أما 
7 أو يوجد رأس (1>1 بحيث يكون (11715)6. عدد عناصر أصغر 
مجموعة سبطرة في البيان يسمى عدد السيطرة (21121565 26105 مندط00) ونرمز 
له (7)6. في بعض المراجع يطلق على ذلك تغطية رأس لرأس 


(6 2017 ماله اتيت ام . 


تجدر الملاحظة, إن مجموعة رؤوس البيان (0)؟ هي مجموعة سيطرة للبيان 
ولكن ذاثما تبحث عن مجموعة السيطزة الأقل بعدد .عناصرهاء 


مثال (1-8). | 
2 22 بل : 2 > (رو بج ك)ز ,1 > (وك)ر 


مثال (2-8): جد مجموعة السيطرة وعدد السيطرة للبيان الموضح بالشكل ‏ -2) 
(8. 
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373و 


الشكل (2-8) 


نلاحظ أنه يوجد أكثر من مجموعة جزئية تشكل مجموعة سيطرة وكل منها مكون 
من رأسين وهي (78 ,4972 و (78 ,1974 ولايوجد مجموعة سيطرة بأقل عناصر 
من ذلك وبالتالي 2 > (©0)/. بالطبع توجد مجموعات سيطرة أخرى بعدد عناصر 
أكبر. 


نقول عن مجموعة الرؤوس المجاورة للرأس 7 إنها مجموعة مجاورة 
مفتوحة للرأس ", ونرمز لها (21)9. ونسمي (149ل(21)7 > [171]7 مجموعة 
مجاورة مغلقة للرأس 7. 
يمكننا أن نعرف السيطرة في البيان اعتماداً على التعريف السابق. لتكن 1 
مجموعة جزئية من مجموعة رؤوس البيان (1 ,6)017, عندئذٍ تكون (1 مجموعة 
سيطرة لرؤوس البيان إذا كان (©)7 > [(81]7. عدد السيطرة يكون عدد رؤوس 
أقل مجموعة 1 بحيث يكون (7)6 > [71]70 ونرمز له (©)/. 


2060 


في المثال (1-8) نلاحظ أن (©)7 > [7 ,؟]1( و (57)6 - 0 ,27]9. كما 
أنه لايوجد رأس (1127/)6 بحيث إن (1)6 > [11]11 ومنه نستنتج أن 2- (0)[. 
مبرهنة (1-8) (1962 0#): ليكن (؟ ,600 بياناً بسيطاً مترابطاً ولتكن (1 أصغر 
مجموعة سيطرة له. عندئذ المجموعة 7- (77)6 تكون مجموعة سيطرة للبيان 6 


ماحد رو ام اا ا 8 أن المجموعة 
76-2 تشكل مجموعة سيطرة أيضاً. بمعنى أخر لأجل أي رأس (757)6, 
أما أن يكون 2 - (7257)6 أو يوجد رأس ا 
(©)113. إذا كان (1 - (706* عندئذ يتم المطلوب. لنفرض أ 

2 - (697)6؟, وبالتالي (1ج5. لدينا (1 مجموعة سيطرة للبيان 0, عندئذ يوجد 
على الأقل رأس 1 - (777)0 بحيث يكون (718)0, وإلا ليس من 
الضروري أن تكون 7 في 2 بحسب تعريف أصغرية (1. منه نستنتج مهما تكن 
(©)77 فإنه يوجد رأس 1 - (117/)0 بحيث يكون (1271)0 وبالتالي 
)7 مجموعة شيظر ؟ الباق 5:6 


نتيجة (1-8): ليكن (9 ,م60 بياناً بسيطأ مترابطاً, عندئذ الحد الأعلى لعدد 
السيطرة له يحقق 2/2 > (0)/. 


البرهان: يترك البرهان كتمرين للطالب.!] 
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مبرهنة (2-8): مجموعة الرؤوس «(1 تكون مجموعة سيطرة صغرى إذا وفقط إذا 
كان لأجل كل رأس (21 يكون أحد الشرطين التاليين صحيحاً: 


8) الرأس نا يكون رأساً منعزلا. 


)١‏ يوجد هناك رأس 17 - (57)6>؟ بحيث يكون (1) > ([(؟2[)9. 


البرهان: ->: لنفرض أن (1 مجموعة سيطرة صغرى لرؤوس البيان 6. عندئخ 
لأجل أي رأس (82©1 تكون (0) - 1 ليست مجموعة سيطرة وهذا يؤدي إلى 
وجود رأس 1- (7277)6 غير مغطى بأي رأس من [0] - (1. منه نستنتج أما 
ا 777 وهذا يعني أن 11 رأس منعزل عن المجموعة 1 أو 2 - (57)0ج,. إذا 
كان الرأس 7 غير مغطى برأس من (40 - (1 لكن مغطى برأس من (آ, عندئذٍ 
الرأس 7 مغطى فقط بالرأس ا من مجموعة السيطرة 1. وذلك يؤدي إلى أن 
لد > ملحمرم)لل. 


ججت: لنفرض أن 7 مجموعة سيطرة ولأجل كل رأس (1ج11 يكون أحد الشرطين 
محققاً. المطلوب إثبات أن 1 مجموعة سيطرة صغرى. 

لنفرض العكس, أي أن (1 ليست مجموعة سيطرة صغرى, ينتج من هذا أن هناك 
رأسأ عه بحيث إن (3) - 2 مجموعة سيطرة. وبالتالي الرأس 1 مجاور على 
الأقل لرأس من (4-- 17 وهذا يعني أن الشرط الأول غير صحيح. كذلك إذا كانت 
(نا) - (1 مجموعة سيطرة, عندئذٍ كل رأس في إن - 40 - (7)06 يكون على 
الأقل مجاور لرأس من (نا) - (1 وهذا يؤدي إلى أن الشرط الثاني غير صحيح 
بالنسبة للرأس 1. أي لايوجد رأس (1 - 48 - (715/06 بحيث 
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(ن) > إنا - (219(01. ينتج أن كلا الشرطين غير صحيح وهذا يناقض 
الفرض وبالتالي (1 مجموعة سيطرة صغرى.. 


مبرهنة (3-8): لأجل أي بيان (0 ,)6 يكون 


5 ل 
46١‏ م>ها ,> شير 


البرهان: لتكن (1 مجموعة سيطرة صغرى في البيان 6. نعلم أن كل رأس يسيطر 
على نفسه وعلى الرؤوس المجاورة له وبالتالي على الأكثر يسيطر على 1+(4)©6/ 
رأس ومنه نستنتج أن | ((©)4 + 1)/م | < (7)6. 

لأجل الحد الأعلى, ليكن 7 رأس له أكبر درجة في البيان أي أن (©)4 - (7)م 
عندئخ ٠‏ يسيطر على [21]9 رأس والمجموعة [21]9 - (7)6 يمكن أن تسيطر 
علق ييا انحن آخر المجموعة (71)9 - (17)0, مجموعة سيطرة ومنه نستنتج 
أن ©)ه - م > ).د 


ملاحظة (1-8): سوف نقبل في هذا الفصل الكثير من المبرهنات بدون برهان 
بسبب كثرة عددها وطول برهانها. 


مبرهنة (4-8) (212دهدعءل1ه70؟): لأجل أي بيان (0 ,6)0 يكون 


201 


66 «-هم-سم) 


1200062 3 
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مبرهنة (5-8): لأجل أي بيان (؟ ,000 مترابط يكون 
1 + (0)) رول 
ْ هركأ ) مانس ا 


البرهان: لتكن 7 مجموعة سيطرة صغرى للبيان المترابط ©. لندرس مساراً 
اختيارياً من الطول (01350)6. هذا المسار يحتوي على الأكثر ضلعين من البيان 
الجزئي المحدث ([721]7) وذلك مهما يكن الرأس 7 من (1]. بما أن (1 مجموعة 
سيطرة صغرى, عندئذ مسار القطر سوف يحتوي على الأكثر 1- (7)©6 ضلعاً 
تربط رؤوس 17 ببعضها. ينتج من ذلك أن 

1- )+ + (2)6 > (0)سدنل 
ومكدتكة (©) > | 10/3 + (6)سفتة) | .د 


مبرهنة (6-8): (1998 ,518162 220 تسعتساءع »1 ,وعم1133) ليكن (0 ,0)0 
بياناً مترابطاً بحيث 2 > (6) صتهذل > 1, عندئذٍ 


1) إذا كان 2 > (©) متنقتل, فإن (5)06 > (0)/, 


© إذا كان ()) 7/2 > 3 , فإن 2 > (6) منقتل. 
البرهان: يترك البرهان كتمرين للطالب.[ا 


مبرهنة (7-8): لأجل أي بيان (0 ,م)6 مترابط. إذا كان 3 < (01832)6, عندئذٍ 
2-(©7)6. 
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البرهان: ليكن < و ل رأسين في © بحيث 3 < (18:0)6 > (لا ,0)5. واضح أن 


(لا ,1 مجموعة سيطرة للبيان © لأنه لايوجد رأس في 6 يكون مجاوراً ليما 
معا. ومنه ينتج أن 6(>2©)/. إذا كان 1-(©)/, عندئز 0 غير مترابط وهذا 
يناقض الفرض وهذا يؤدي إلى أن 2-(7)6.- 


مبرهنة (8-8): (1998 ,تعنه[5 كمه تمسعتمعلع]1 ,وعم وه11) ليكن (0 ,م)© 
بياناً مستوياً مترابطاً, عندئذٍ 
3) إذا كان 2 > (33502)0ل0, عندئخ 3 > (0)/, 


0 إذا كان 3 > (52)6ؤذة, عندئز 10 > (0). 


مبرهنة (9-8): (1998 ,51561 قصة تدهنصاء1160 ,وعمصوة1]) مهما يكن البيان 
6 فإن 1+م > (©6) ,+ (6)ر 


/)607)©60> 5. 


مبرهنة (10-8): إذا كان © و 0 لايحتويان على رأس معزول, عندئذ 
. 2+[2 اص |> ©), + 06)ر 


البرهان: ليكن 6 و6 لايحتويان على رأس معزول, عندئذ بسهولة نجد أن (7)6 
22 <(7)6. من النتيجة (1-8) لدينا [2/ه| > (6) و [2/م|> (6)ر. 
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إذا كان 2 > (7)6 أو 7)6©0-2 فالمبرهنة واضحة. إذا كان 4 < (7)6 
و 7/)6(<4. من المبرهنة (9-8) لدينا 2 > (©) 7/)0(7 ومنه نحصل على 
( »اماك »)م و [©)ر/م|كه)ء 
7 
[4/م |>©) م و [4 اع |ك ©) , 
وبالتالي نجد 
2+[ 2 /ص|>[ه امر |2 > © )+ )/ 


الحالة الأخيرة هي عندما يكون 3 > (7)6 أو 3 -©)7. ليكن 3 - ())/, من 
المبرهنة (9-8) ينتج [3/م|>(7/)6 ومنه نجد 

[3/صا+ة> ©) ,+ ©6)/ 6 
بما أن [2/2 ]> 3 > (©)7, نحصل على 7 > 6. لكن عندما يكون م > 6, فإن 
2+2 /م|كزة/م|+ة.ة 


(2-8) تخمين فيزينج (قطبرة21) أعندلن<ط 01 عنتبداءء زدهن) وأعستمللا). 


في هذه الفقرة سوف نوجه اهتمامنا لدراسة الحد الأعلى لعدد السيطرة لجداء 
بيانين. في عام 1963, قدم فيزينج تخمينه والذي يُعتبر أشهر مسألة مفتوحة في 
نظرية السيطرة ومازالت حتى الآن وصاغها بالشكل التالي: 
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تخمين فيزينج (1-8) (1963 رعنتتاءء زد00) وأ طأهة؟؟): 
لأجل أي بيانين 6 و 11 يكون 
.(7)11 (00)/ < 0:11 


مثال (3-8). ليكن ,0 - 6 و وك[ > 1آ, أوجد 
)رو زعا 


الحل: نلاحظ أن 2 > (9/)6 و 1 - (11)/. 
لنوجد البيان 71< 6 أي ياو 


الشكل (3-8) 
الشكل (3-8) يوضح البيان ج0515 ونلاحظ أن 


2 > (يك) (و0)/ < 3 - روكا»او0))؟ 


تم إثبات تخمين فيزينج لبعض البيانات المعرفة تعريفاً خاصاً أوَ ألتي تحقق 


عفن الخروط" القاضةة وناكن. ابسن النظريات: يدون بزهان: التي :تالت 


مبرهنة (11-8) (1979 بمقصء© سه مزلدء:83): ليكن (2 ,0017 بياناً 
شيط متزايطا مع ع[ > (0)/. إذا كان هناك تجزئة إلا ,... ,ولا ور/ا) لرؤوس 
© بحيث كل مجموعة جزئية (97) (8 ,... ,1 > 4 تُحدث بياناً جزئياً تاماً, عندئذ 


لأجل أي بيان 11 يكون (1)6:<17 ك (1آ)1 (©)/. 


مبرهنة (12-8) (1986 ,تاعسكآ1 20ج دهوط12»0): لأجال أي بيان 6 وأية 
شجرة 1 يكون (1)0(7)1< (7)0:21. 


مبرهنة (13-8) (1991 بكاععننة2 ده عسقطة051-7: لأجل أي بيان 6 يكون 
) (©) 60) < ( © 6 )ر > |(©)7؟|, 

1ذ) (181) (©)/ < (0»11)ر, إذا كان 2 > (7)11, 

نذة) (0))/ (7/)03 < (,ل)<06)/, حيث ,ن) حلقة من الطول 5. 


ليكن البيان 6©: تسمى المجموعة 8 من الرؤوس عآ-حزمة (201458م-]) 
إذا كان لأجل أي رأسين * و لإ من 4 يكون ع1 < ((8 ,:)0. عدد 1-حزمة نرمز 


له ,م ويكون عدد رؤوس أكبر عا-حزمة في 6. 


مير ومون (540082 280 64615), قدما علاقات متنوعة ومهمة بين عدد الحزمة 
وعدد السيطرة للبيان وبرهنا النتائج التالية: 
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مبرهنة (14-8) (1975 ,3100 عد جزء31): 


) لأجل أي بيان ©, (©) > (0):م, 
كذ) لأجل أية شجرة '1, (1) > (2)1م. 


بعد محاولات عديدة لبرهان تخمين فيزينج والتي مازالت مسألة مفتواحة؛ ' 
أصبح التوجه لحساب عدد السيطرة لحاصل الجداء الديكارتي لبيانين. هذا الاتجاه 
قابل للتطبيق في الحياة العملية وأهميته تأتي من تحديد العدد الأقل من المراكز 
لتغطية قطاع خدمي معين. 


البيان الشبكي المستوي (87205 3ع 34ند1م) ,2»ى2, هو حاصل جداء 
مسارين من الطول 10-1 و 8-1. تكون مجموعة رؤوس البيان ,8م2, منجموغة 
التنائيات الصحيحة ([,1) حيث 8< > 1 ك1 و 8 ك [15 ويكون الرأسان (ز,ة) و 
( ,©) متجاورين إذا وفقط إذا كان1> | - [] + م - 1إ. البحث الأول الذي تم من ' 
خلاله دراسة عدد السيطرة لجداء بيانين كان في عام 1983.» والذي كان من تأليف 
كل من (اأعمنظ 3520 126056502), في هذا البحث أوجدا عدد السيطرة ل بيان 
شبكي من القياس 2< 20 لأجل 4 ,3 ,2 ,1 >2 وأية قيمة اختيارية ل م 5227 


مبرهنة (15-8) (1983 ,طعصنك1 قصة دموطمء12): | 
| قله | - روطع«رم)ر زا 
1(/2+ 0 | - (و0»دوم)ر (نة 
,ل1(/4-م)احه - مهيمر (فقة 
و9 و6 و5و2,3 ,1 >2 : 1+ هع (رطعيط )ب 19 
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.9 ,66 .2,3,5 ,1 6 8 : 8 > زوطعاوم)ر؟ 


بعد ذلك جد كل من 01211 © 01328), عدد السيطرة لي ,وظ]اى2 عندما 
6 ,وذ ->181. 


مبرهئة (16-8) (1993 ,كلتة1© مه عصقط ): 
,2,37 >5: [1(/5+ م) | +1+ م - (رمهوم)ر؟ (ز 
2,3,7 6ه : [3(/5+ م) | +1+ م - زرمعدوم) 


.[5/(تجمة) | +1 م - (روطعامط)رر (ز1 
مثال (4-8). جد (2ر©»اوط)لا, ثم جد مجموعة السيطرة على البيان 2ر8<و2. 


الحل: من المبرهنة (16-8) نجد أن 16 - (ير8<او7/)5. لإيجاد مجموعة السيطرة 
1 للبيان »و2 بحيث 16 > [(1| وتسيطر على كامل البيان, نقوم بتوزيع (1 
على رؤوس البيان بشرط أن كل رأس منه إما ينتمي إلى 1 أو يجاور رأساً من 
2. لاحظ الشكل (4-8). 

122 2233 4 5 6 7 8 9 10 11 2 
0000 
2040004044 


3 


200 


عندما تكون 2 > 7, تصبح المسألة أكثر تعقيداً ومازالت بدون حل حتى 
الآن مع العلم أنه كانت هناك بعض المحاولات لإيجاد الحد الأعلى والحد الأدنى. 


البيان الشبكي الحلقي (طمهج ل0تع 10:0102[1) واكامن) هو حاصل جداء 
حلقتين من الطول 82 و 2. وتكون مجموعة الرؤوس للبيان ,0)لممل, مجموعة 
الثنائيات الصحيحة الموجبة (ز ,1) حيث 8< > 1 >1 و 2 > [>1 ويكون الرأسان 
(6.3 و (9 ,0) متجاورين إذا وفقط إذا كان 
1 إن - زا + إم - | أو م- 1و 1- ه - أو - نا أو و - زو 1-ط - إزم- فا 


في هذا المجال تم إيجاد عدد السيطرة لجداء حلقتين. حيث تم في عدة أبحاث 
متوالية إيجاد عدد السيطرة للبيان الشبكي الحلقي م0<م©, لأجل 10 > 20 ك 3 
وأي-قيمة اختيارية ل 2 > 3. 0 


5-5 


مبرهنة (17-8) (2007 ,1999 بمععطقط5 لصة تقطهت-1881): 

,| خ/دة | > ( »و0 )رز 1 
ب > (ون) »ابت )) رثا 
,(5 200 )0 2خ : م ع رن »و0 ))/ رتلا 

,3 -تقطع (5 4)20200 ,2 ,1 2م : 1 +2 - راون )ر؟ 

,3ط © (5 3500 > م : 2+2 2 زونكءاون )را 
,(18 004)؟ > هع (6 00م )4 ,0,1 دم : | 3/سه | ع ي0»دو0)ر (ذ 

(18 4ممصاكة د (6 500 ,2,3 دم : 1+ | 3لمه |- و0»مم)ر 


مبرهنة (18-8) (2007 ,1999 بمءعطقط5 لصة عقطة051-2: 
,(14 4مم9 ,5 ,0 دم : [2ل/هة | ©»0)ر اذ 
,(14 13000 ,11 ,10 ,7 ,6 ,3,4 ,1 عم : 1 + | 2/ه3 | > »ات )ر 
1 211 


و(14 12)5004 ,8 ,2 م : 2 + د/مة - يهن )ر 


© (10 90504 ,4 ,0 دم : | ك/ه9 | > ي0»<<و0) (ن 
,(40 31,3200 ,23 ,22 ,18 ,13 2ه 
© (10 0مم )9 ,4 ,0 م : 1 | كلمو |- (ي)»وم)ر 
و(32)20040 ,23,31 ,22 ,18 ,13 2 م 
,211,13 : 0 ع رون )»او )ر نت 
,11,13 ->م: 1+ م2 > :»ون ٠)‏ 


| و(5 000200 82 : 0ش > »او 0 ) 1 
,(4)8202005 ,2 ,1 2 د : 2 + 20 - ركو 0 
5(٠‏ )2 2 طح : 4 + من - »و 0 )؟ 


مثال (5-8). جد (009)*<ة0))/, ثم جد مجموعة السيطرة على البيان ور0©»او©. 
الحل: من المبرهنة (11 ,18-8) نجد أن 35 - |[ 9819(/5) | - (و:<و0)ر. 
لإيجاد مجموعة السيطرة «1 للبيان 2-0 بحيث 35 - |(1| وتسيطر على كامل 
البيان, نقوم بتوزيع 17 على رؤوس البيان كما في المثال (4-8). لاحظ الشكل 
(5-8). 


ملاحظة (2-8): عند رسم البيان ول) او ن), هناك ضلع بين كل رأسين )1 او 
20 (19 1 ل )و (8,1)), لأجل | >1 


22 


122-23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 9 


200 
00 
20000002000 
1000100100 
11 
1 
ل ا 


الشكل (5-8) 
هناك تعاريف للسيطرة مشتقة مباشرة من التعريف الأساسي السابق وهي 


حمر انح فنا الح4 ا دنأ كتق ل مه 


تعتبر توسيعاً له. 

ليكن البيان (1 ,/03)9. نقول عن المجموعة الجزئية (1 من مجموعة رؤوس 
البيان ©, إنها مجموعة سيطرة مضاعفة من الدرجة , إذا كان لأجل كل 
رأس 2 - (6)؟7©»9 يكون 1 < |71)7072|. عندئذ نقول عن 7, إنها 
كآ-مجموعة سيطرة للبيان © (568 ع135ةتستدده00-؟1). عدد السيطرة من الدرجة ع[ 
(7ءطتتتتط «هكهصنتده1-0), (0)/, يكون عدد أصغر 1 -مجموعة سيطرة 
للبيان 6. 


ونقول عن المجموعة الجزئية (1 من مجموعة رؤوس البيان 06, إنها مجموعة 
سيطرة بالمسافة عآ, إذا كان لأجل كل رأس 2 - (7)6©؟ يوجد على الأقل رأس 
(1ع1ا بحيث يكون !1 ك (ا ,0)7, أي أن (0)؟ > [2/]10 (مجموعة الرؤوس 
المجاورة ل (1 بمسافة ع1). عندئذ نقول عن (1, إنها عل-مسافة مجموعة سيطرة 
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للبيان © 560 عصتكدمتدده0 ععصة015-). عدد السيطرة من المسافة ع[ 
(لءطتهداه مم اةستصهمل ععصهاوتل1), (©)4/,, يكون عدد أصغر ع1-مسافة 
مجموعة سيطرة للبيان 6. 

بينما نقول عن المجموعة الجزئية (97)0ج (1, إنها مجموعة سيطرة شاملة 
560 عصنةستدوهق 01م1ع), إذا كانت مجموعة سيطرة للبيانين © و 6 بنفس 
الوقت. عدد السيطرة الشاملة (ت#طصتتتط 0ه1/قصتدمك 810081), (0)ع7, هو 
عدد أصغر مجموعة سيطرة شاملة للبيان. 


مثال (6-8). جد (0):/, (2)0/, (0)وز, (4)0. و (0)/, (2)0, (0)ول, 
(0)/ا, (00)ع/, للبيان ) الموضح في الشكل (6-8). 


الحل: 4 - (0))/؛ > (0)ن 7 - ())و, 9 - (6اوز, 15 > (0))ذ (حيث 4 
1 >). 
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4 - (©0)- (6) من 2 > ()ون 2 > (0)مر, 1 - (0)ن (حيث ع1 > 4), 
4 > (0)ية 


على الطالبٍ أ يتاكه من النتائج وكلك بإيجاد مجموعات السيطزة في كل الخالات. 
(3-8) السيطرة والاستقلال (68206222م1206 قسه 02 سنسره12). 


لتكن المجموعة 8 مجموعة جزئية من رؤوس البيان (9 ,6)2, نقول عن 18 
إنها مجموعة مستقلة (561 12060600601) إذا كانت لاتحوي رأسين متجاورين. 
بطريقة أخرى, البيان الجزئي المحدث على رؤوس (8) لايحتوي أضلاعا. بمعنى 
أخر لأجل أي رأسين ج898 ,ا المسافة بينهما في 6 تكون 2 < (( ,#)0. عدد 
الاستقلال للرؤوس (80)6, يكون عدد أكبر مجموعة مستقلة في البيان 6©. 
وبالأسلوب نفسه يمكن أن نعرف مجموعة الاستقلال للأضلاع ,8 وعدد الاستقلال 
للأضلاع (8:)6. يطلق أيضاً على مجموعة الأضلاع المستقلة في البيان بالتجزكة 
المستقلة (عمتطء221م). إذا كان 2/م - (01)0 عذدئذ نسمي التجزئة مستقلة مثالية 
(ع8متطعتقحة أمع زعم ). 


مثال (7-8). 
/10 ,130) 10805 >> (رم ,)و8 ,1 > (ي16)و8 

ال2/ها- (تامق | تلد |ء (رم)وق 

الصا (لتكا)رق .لصاح (رم)رة 
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مثال (8-8): جد عدد الاستقلال للرؤوس وللأضلاع للبيان الموضح بالشكل ‏ -7) 
(8. ش 


الشكل (7-8) 


الحل: نلاحظ أنه يوجد أكثر من مجموعة جزئية تكون مستقلة وأكبرها مكون من 
ثلاثة رؤوس وهي (74 ,92 91د (6" ,72 ,91) د (776 رولا رو/9؟ و 171 و76 رونا 
ولايوجد مجموعة مستقلة بأكثر من ثلاثة عناصر وبالتالي 3 > (60)6. 


بالنسبة للأضلاع المجموعة ((2,78؟) ,(77 006 و(5/ و94) و(775 و91)) وهي أكبر 
مجموعة أضلاع مستقلة في البيان وبالتالي 4 > (51)6. لماذا لايوجد مجموعة 
مستقلة أكبر ؟. 


لتكن المجموعة 0) مجموعة جزئية من رؤوس البيان (9 ,6)8, تقول عن © 
إنها مجموعة تغطية (76116 00761)), إذا كان كل ضلع في 6 يقع على الأقل 
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007 نفسه يمكن أن نعرف مجموعة التغطية من الأضلاع للزؤوؤس 67 ” 
وعدد التغطية الأضلاع للرؤوس (01)6. واضح أن | 2/م] < (0)6 لماذا ؟. 


مثال (9-8). جد عدد التغطية الرؤوس-للأضلاع (©06)0 و © ا 
للرؤوس للبيان الموضح بالشكل (7-8). 


الحل: نلاحظ أن مجموعة الرؤوس (77 ,74 ,لا ,ول :47 تغطي أضلاع البيسان 
ولايوجد مجموعة من أربعة رؤوس ويمكن أن تغطلي الأخخدم وبالتالي 
5 - (0)مه. 

بالنسبة لحساب (0)0, نبحث عن أصغر مجموعة من الأضلاع والني تغطلي 
الزؤوس: تلاحظط | ن المجموعة ((76,77) ,(775 ,4؟) ,(93 ,92) ,(78 ,10971 تغطلي 
الرؤوس وبما أن | 2/م | < (0)6, ينتج 4 > (0.)6. | 


المبرهنة التالية هي أكثر من مبرهنة في مبرهنة واحدة ونقبلها بدون برهان. 


مبرهنة (19-8): ليكن (0 ,م60 بياناً بسيطأً مترابطاً, عندكؤ ' 

6 ©)مه > )1 . 

ف) (6مق > (6)ر, 

تق (©)ره > (6)ر, 000 
5) (0)رم ك (0),, 


م-(6),ق + (6)مه, 


غ2 


1 مح (تم)رقة +(06)يه. 


أعماذا على تعريقه معدوغة التنيظن اوسسيوهةة اللتسفلان مكنا أن 
نعرف مجموعة السيطرة المستقلة للبيان ©, وهي مجموعة سيطرة للبيان بشرط أن 
لاتحتوي على رأسين متجاورين. ويكون عدد السيطرة المستقل للبيان 6, (©)1 هو 


عدد رؤوس أصغر مجموعة سيطرة مسثقلة. 


مبرهنة (20-8): لتكن (1 مجموعة جزئية من رؤوس البيان (0 ,6)8, عندتذٍ 
تكون (1 أكبر مجموعة مستقلة إذا وفقط إذا كانت مجموعة سيطرة مستقلة للبيان 
6. 


البرهان: واضح أنه إذا كانت (1 أكبر مجموعة مستقلة, فعندئذ تكون مجموعة 
سيطرة مسنقلة. 

لنثبت العكس, لتكن (1 مجموعة سيطرة مستقلة ولنبرهن أنها أكبر مجموعة 
مستقلة. إذا لم تكن أكبر مجموعة مستقلة, عندئذ يوجد رأس 7 - (1:27/)6 بحيث . 
تكون المجموعة (1ا4ل(1 مجموعة مستقلة وبالتالي لايوجد رأس في 72 مجاور 
للرأس 11 ومنه نستنتج أن (1 ليست مجموعة سيطرة وهذا مناقض للفرض. 


مبرهنة (21-8): (1998 ,519162 380 خصه تماعلع1]1 ,دعم وة11) من دن أي 
بيان © يكون ((0)-0 1 > ((0)-70. 


مبرهنة (22-8): إذا كان البيان 6 لايحتوي البيان النجمي (طممتع تهاة) ربيرو1 
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(حيث 1 > 2) كبيان جزئي محدث, عندئذٍ 


.(2 -ع0 - (1()0 -ع0) ك (1)0 


البرهان: لتكن 7 أصغر مجموعة سيطرة للبيان © و 8 أكبر مجموعة مستقلة من 
الرؤوس في (0). لتكن 27 مجموعة رؤوس من 17 - (0)؟ بحيث 8 لاتسيطر 
عليها ولتكن ل اكبر مجموعة مستقلة في (50). كل رأس 8 - (1©1 على الأكثر 
يجاور 1 1- رأس من لا, وإلا فالرؤوس ا مع 1 رأس من لآ بالإضافة لرأس 
من 8 يحدثون بياناً جزئياً ربم,,ك1. علاوة على ذلك يكون /2 - 2| (1-) >الآ| 
ومنه تجد 
إظا+ (ا8| - (©))(1-ع) > |8| + || > ان 
2 -06 - (©)(1- ع > |2(|8 -6) - (1()0-ع) - 
تحر 

ليكن البيان (15 ,/6)51, نقول عن مجموعة السيطرة 1 للبيان 6, أنها مثالية 

(أعم ع7 من ستصرول) إذا كان (1)0 > (0)/,. 


مثال (10-8). نلاحظ من البيان في الشكل (7-8), لدينا 2 - (1)6 - (7)06 
وبالتالي للبيان سيطرة مثالية. 


مبرهنة (23-8) (1 14102 .3 ): 
0 0 
)1 لد©)1 - (1هم1)2 
)1 (ج1)2 > لو8©وط)1 (ل 1‏ 
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لقد كتبت أبحاث كثيرة تتاولت جميعها بالتفصيل دراسة تعقيد مختلف أنواع 
السيطرة وجميع هذه الدراسات, أثبتت أن مشكلة السيطرة من التعقيد (50هط-212). 
حيث إن (1979 ,1011808 .(1 2 085637 .11) , هما أول من بحث في تعقيد 
مشكلة السيطرة في البيان وأثبتا أنها (1616ممةمه-712), أي من التعفيد 87. شم 
أثبت (1985 ,ته5وصط10 .0) أن إيجاد رقم السيطرة لبيان شبكي هو من التعقيد 
عا 


خوارزمية (1-8) خوارزمية حساب رقم ومجموعة السيطرة للبيان (17 ,)© . 
220 211190661 00201226108 عط) عساأنامصسصمء 10 سطاترمواه4) 
() طمقعع 2 61 أع5 مساح ستطده00 تتناستستسم 


المعطيات: 9 7م00 بيان مترابط و إلا و0.. و82 71 مجموعة رؤوسة, 
و (4)6 أكبر درجة رأس. 

المخرجات: عدد ومجموعة السيطرة للبيان (17 ,6)9. 

خطوات الخوارزمية: 

1- اكتب مصفوفة التجاور للرؤوس [ية] - (4)0. 


2- م1+(0) - (8)03, حيث م[ مصفوفة من الرتبة «ام, فيها عناصر 
الرئيسي تساوي 1 وباقي العناصر أصفار. 
3 |4)6 + 1)/ماع-طز. 
4- (8:)0 مصفوفة جزتية فيها ع1 سطر من (8)6 وكل سطر فيها ينك 
حيث ع1 ,... ,1 > [, و1 أدلة الرؤوس الموافقة للأسطر. 
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(كل المصفوفات الجزئية من القياس 1*2 من المصفوفة (8)0). 
5 (م6 ا ورط) ديري + ا يك 


5- إذا كان 0 > ,رط لبعض « ,... ,1 > 8, خذ المصفوفة الجزئية التالية من 
القياس م<ط, واذهب إلى 4 وإلا اذهب إلى 7. 


6- إذا كان 0 > و8 لبعض 5 ,... ,1 > 8, لأجل كل المصفوفات الجزئية عآ, 
عندئذ ضع 1 +1 -> ع1[ واذهب إلى 4. 


7- اطبع غ1 > (0)لا, ومجموعة السيطرة إن" ,... و8 :9 > (12. 


مثال (11-8): جد رقم ومجموعة السيطرة للبيان © الموضح بالشكل (8-8). 


الشكل (8-8) 


الحل: نلاحظ أن 4 > (6)/. 


لنرى ذلك بحسب الخوارزمية (1-8). 
281 
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315 


2- نكتب ,1+ (4)6 - (8)6. 
0 06 0 0 0 0 


0 


0 


1- نكتب مصفوفة التجاور للرؤوس [:2] 


.4)6©( 


3 4-|4)60 + 00 دع 


0 

0 0 0 0 0 0 0 00 0 011 11 
ال ا 1 
0 0 0 0 0 01 0 210111000 ا 
0 1 0 0 0 0 0 0 11-00 10 


5- (0,1,0,0 0 ,0,1 0,1 0 1و3 3 3 03 - 7 + ديكا + ويآ 1ارلكا. 


5.- نلاحظ أن 0 > رط لبعض 5 ,... ,1 > ط, خذ المصفوفة الجزتية التالية 
من القياس »آ, واذهب إلى 4. 


0 0 0 0 0 110110 
الاخ ا ا ا ا رو 
١ 210 1110 00 0 0 1 0‏ 


10 0 01 00 00 0 0 0 0 1 0 


0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 


5- )0 1 ,0,0 0 0.1 0,1 ,0 و22 و2 3 - كا 3 ويكا 7 ديكا +بيكا. 
5- نلاحظ أن 0 > ,ا لبعض 5 ,... ,1 > 8, خذ المصفوفة الجزتية التالية 
من القياس م<آ, واذهب إلى 4. 


253 


4- نأخذ المصفوفات (8,/)6 التالية 


)11110000000000( 
00 
0 0 10-00 0 0 1 1 1 0 0 0 0 
0001 0 00 0 0 0 01 1 1 


5- 110 1و 1و 1و1و1 11و11 2 و1و1:1) > ورور + دوي + وجظ +1 1. 
5- نلاحظ أن 0 < ,و5 لأجل كل م ,... ,1 > 5, عندئذ اذهب إلى 7. 


7- اطبع 4 > (0)/, ومجموعة السيطرة (؛,ةو1؟ ,710,7 ,145772 - دآ 
أي أن رد بو" رو 11 - لل ْ 


هذه الخوارزمية تعطينا رقم السيطرة ومجموعة السيطرة لأي بيان» لكن 
سرعة تنفيذها بطيئة. تحسب رقم السيطرة الدقيق وتعطي أقل مجموعة سيطرة لأي 
بيان. زمن حساب رقم السيطرة لبيان شبكي حلقي بهذه الخوارزمية يكون كبيراً. 
كمثال على ذلك: لحساب (05)<مل)), يلزم 1 ثانية» لحساب (05«00))/, يلزم 4 
ثانية ولحساب (7)06006 يلزم 2.25 دقيقة. حيث زمن تنفيذ الخوارزمية يتعلق 
بعدد الرؤوس وأكبر درجة رأس في البيان. حيث يتزايد مع ازدياد عدد الرؤوس 


ويتناقص مع ازدياد أكبر درجة رأس للبيان 6. 


(4-8) تعريف ببعض أنواع السيطرة (726055نسده2 04 [5867672). 
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هناك الكثير من التعاريف لمفهوم السيطرة في البيان والتي تزيد على 63 
تعريفاً. درسنا في الفقرة السابقة أهم أنواعها والأكثر تناولاً في الدراسة والبحث. 
هنا سوف نورد بعض أنواع السيطرة والتي لها علاقة وثيقة بالمفهوم. الأساسي. 
للسيطرة. 


(1-4-8) السيطرة الكاملة (162) 2 ستدده0 [1012). 


ليكن البيان (8 ,69 ولتكن (1 مجموعة من رؤوسه. تقول إن 1 
كر 1 سيطرة كاملة (عظتاقصنصهمل 60181) إذا كان لأجل كل رأس (7657)6 
يوجد رأس 21 بحيث يكون (58)0"انا, بمعنى أخر (77)6 > (3/)00: ويكوؤن 
عدد السيطرة الكاملة للبيان ©, (6©):/, معرف بالشكل التالي ا 

((1)0< - (7)0 ع )7ه 2« : إمأكمند -  6(‏ 


لتكن عا مجموعة من رؤوس البيان وليكن 1176. نقول إن الرأس ” 
مجاور خاص للرأس < بالنسبة ل 2 إذا كان ( > 21]97[236. كذلك نعرف 
مجموعة المجاورات الخاصة للرأس 11 بالنسبة للمجموعة 2 بالشكل' التالي 
ما ا سية - [3 ,نا]ادم. نلاحظ أن [22 ,تت][همعن إذا 55 الرأس 

نا رأساً معزولاً في 20). 


مبرهنة (24-8) (6سإهعاء0©): ليكن البيان المترابط (9 ,6)8, حيث م ك3,: 


2 0 17/0 3 21/3 


255 


البرهان: لتكن (1 أصغر مجموعة سيطرة كاملة للبيان 6. بأصغرية 72, كل رأس 
71 إما يكون له مجاور خاص أو البيان الجزئي المحدث (7 - (1) يحتوي على 
رأس معزول. 

ليكن (2 6 [10 ,22]57 : (771 > /78. ولتكن 18 مجموعة الرؤوس المعزولة في 
((/18), ولنضع 8 - 78> كل. لتكن 36 أقل مجموعة من الرؤوس في 77 - 172 
بحيث كل رأس في 8 يكون مجاوراً لبعض الرؤوس في كا. نلاحظ أن > ]3 
أ8|. ليكن (110019) - (1 > 5. من تعريف 8 نجد أن |9| > ((7/))5 وبالتالي 
يكون مك1 ط ع (5) حيث 8 > 0. | 

ليكن :ابه حيث 8 > 1 ك 1, مجموعة الأضلاع المتمايزة في (5). بدون التقليل 
من عمومية المسألة, ينتج من الترابط في البيان أن كل رأس :8 يجاور بعض 
الرؤوس الأخرى ,<. إذا كان 736ب91©:خ, عندئذ (:48. - (1 تكون مجموعة 
سيطرة كاملة اصغر من (1 وهذا تناقض. أي أن 2 - (29)6:خ. إذا كان 
ا > :كا لأجل [عد 1, عندئخ (:<) نا (رط ,نط4 - 1 تكون مجموعة سيطرة كاملة 
وهذا تناقض مشابه للسابق. من تعريف 5, كل :ا تكون مجاورة على الأقل 
لرأسين من (1 ومن تعريف 8؟, يوجد على الأقل |/55! رأس من 2 - (3/)6:. 
تكون مجاورة لرأس واحد فقط من 2. يؤدي ذلك إلى أن 


.|2 ما | > بطع إتلاا 
57 | 
.)1 - كطخ زظز+ إها 0( 
أيضاً لدينا 
أذا + اغن + إظا+ إها - (6)ر 
.لط + |6ة) + رط+ اظ| + إها) - 
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لأن |8| + لحا > [|2ز|, عندئز يكون 
.(ط+ |8 | + زه|)2 > (6),؟ 


.((©) 6 - م)2 > (6)ر 


نقبل المبرهنات التالية يدون برهان. 


مبرهنة (25-8): (1998 ,51246 مه نسءنماءل116 ,وعمودآع) ليكن البيان 
المترابط (0 ,6)5, حيث 7 > 3, عندتخ. 


ظ ,(©0)ه - م > (6) 
' > ©) + (1)6 


مبرهنة (26-8) 62 1كة02 .5): 
,(4 4مه)1 ده :1 + ل4لها2 - رمج ا 
,(4 4مد)1 م :| كلم |2 - م0ك»رم)؟ 
لة/(2 + ها 2 - وطعرم)رر جخذ 
0 و2»او)// ركنا 


مبرهنة (27-8) (1032ا1]105 .ل ): 
و(5 1504 ,0 2ه :2 + [أكلسأ6 ع ر0كيم)ية آ 
,(45مم)2 دم :4+ [كلهأ6 - ,هيم 
.(5 40000 ,3 عه : أكله|6- (6<وم)؟ 
5< دوعه2 (ثا 
237 


,6 عد م : [4/2 عمة) | ع رمعوط)رن 
,6 -85: 0 - (رط»و0) 


6 < عه (لتا 
.210/71 + ه12) - (رطعوم)رن 
ملاحظة (3-8): (م©»ام,©),/, عندما 20 >7 غير معروفة ومازالت تنتظر الحل. 
مثال (12-8). جد (1)26<27 ووضح ذلك بالرسم. 
الحل: نلاحظ أن 15 ع (87»<ام7,)2. 


لتوضيح الرسم, نرسم البيان ب2<ام1 ونوزع رؤوس السيطرة على 15 رأساً بحيث 
تحقق شروط السيطرة الكاملة, لاحظ الشكل (9-8). 


الشكل (9-8) 


(2-4-8) السيطرة المترابطة (2)102سندده0 0عاععصدصهم0)). 


258 


ليكن البيان (15 ,0097 ولتكن (1 مجموعة من رؤوسه. نقول إن (1آ 
مجموعة سيطرة مترابطة (0021128628 0مأنعصدم) إذا كانت (1 مجموعة 
سيطرة والبيان المحدث (2) يكون مترابطاً. ويكون عدد السيطرة المترابطة للبيان 
© (0)/, عدد أصغر مجموعة سيطرة مترابطة في البيان 6. 


مثال (13-8). نلاحظ البيان في الشكل (7-8) لدينا 2 - (0)6,. 


مبرهنة (28-8) (22ط1.25 أ ندمعنم61606): ليكن (8 ,001 بياناً مترابطاً, 


> )> 1 - ()سدتل " 


البرهان: لإثبات الحد الأدنى, نفرض أن ع1 > (©)ثتتةذك وليكن (15/)6 11,87 
بحيث إن 1 > (7 ,4)3. لتكن (1 مجموعة سيطرة مترابطة للبيان 6. يعتمد 
البرهان على وضعية انتماء 7 ,نا ل (1. 

إذا كان (7©1 ,ا عندئذٍ بما أن (0) مترابطة, فإن |2| >1 + عآ. إذا كان 117 و 
740 عندئذ بما أن 7 يجب أن تجاور على الأقل رأساً من «, ينتج |2| > عا. إذا 
كان (61؟؟,نا عندئذ كل منهما يجاور على الأقل رأساً من 2 وبالتالي |[2] >1- ع]. 
منه نستنتج أن |0| > 1- (32)0ذ0. 

لإثبات الحد الأعلى, لتكن 21 أكبر مجموعة مستقلة من الأضلاع في 6 و 8 أكبر 
مجموعة رؤوس في أكبر مركبة مسن ((04)؟). لنفرض أن ((17)04) ليست 
مترابطة. إذا كان '1 شجرة موسعة للبيان ©, عندئذ يوجد مركبة 23 من (0/9/) 
بحيث إنها ترتبط مع 8 بالمسار 0971؟ بحيث إن (65)01'نا ,كنا او 713 


وكذلك 181ع؟. لدينا 165700 (لأنها لو كانت (1215/)84, عندئذ 74 لن تكون 
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مستقلة). الآن نبدل في 34 الضلع الواقع على :7 بالضلع ,نا, عندئذ نحصل على 
مجموعة أضلاع مستقلة أخرى وهي :2. لدينا (:7 ,ناإن(17)8) مترابط 
وبالتالي في ((:17)81) يوجد مركبة أكبر من 8 وهذا يناقض فرضنا في اختيار 
ل و 8.- 


مبرهنة (29-8): (1998 ,5126 مه ندع تساعله]] روعموه]) 
ليكن (5 ,605 بياناً مترابطاً, عندئذ 
1 -و28 ك (60). 
.(31)0 > (06)م/ 


00 :)12021261 549. مجموعات- السيطرة المنفصلة في-_البيان.‎ )3-4-8( ٠ 


ليكن البيان (6)97,17. نقول عن التجزئة عل/آنا... انار/ا - (177)0 
لرؤوس البيان ©, إنها تجزئة سيطرة منفصلة (861 00218110) إذا كانت كل 
مجموعة جزئية :77 (حيث ع1 > 1 > 1) تشكل مجموعة سيطرة للبيان 0. ويكون 
عدد مجموعات السيطرة (66<تناة 00508100) هو أكبر قيمة ل ع1 بحيث كل 
مجموعة جزئية :/1 تكون مجموعة سيطرة ونرمز لذلك (00)6. بمعنى أخر 
تجزئة مجموعة رؤوس البيان (7)©6 إلى أكبر عدد من المجموعات المنفصلة 
والتي تكون كل منها مجموعة سيطرة للبيان 0. 
بنفس الشكل يمكن أن نعرف عدد مجموعات السيطرة التامة للبيان © 
(5ءطتصقتاط عنتنهدده0 21أم)), (00:2)6. كما أن عدد مجموعات السيطرة 


المترابطة (06:2متننط ع6همده0 0ع1ءعصدمه) يكون (00)0. و عدد مجموعات 
السيطرة المستقلة (0562قتتط عتانهدطم0 أمعلمومع0صة) يكون (00:)6. 


مثال (14-8). 2 > (م00)2 ,مع (مك)00. 


مبرهنة (30-8): إذا كان 120 > 2 > 2, عندئذٍ 
2 > 22 4 ,2 ع وو : 2 > ررطهاى00)0 
4 20,136 : 3 > (وكاى0)2 


البرهان: واضح أن 0 ع (وطعاي2 )00 - (وطعاو©)00. 
بسهولة نجد أن ((40)062 ,( 00)6) نم > (وتنا00)6. كذلك إذا كان 11 
بياناً موسعاً جزئياً للبيان ©, عندئخٍ (00)6 > (00)53. 


لأجل للبيان ر8»اى2 (حيث إن 2 غد 8 ,28). 
لنفرض أن 20 عدد فردي وليكن 
ولط > 1 > 2 : (2 01504 > 1 : (ز,)) رط 


(2 > [ >1 ,مم > 151 :(2 1)04 2 زع (4 200 )1 2 1 : (ز ,6 - ودا 
,8 > [ 15 رط > 151 :(2 06000 2 زع (4 3)62200 2 1 : رز ,)4د 


(ط ك ك1 ,له ك1 >1 :(2 04م )0 > زع (4 500 )1 > 1 : (ز,)4) < وط 
.(2 > ك1 بد ك 1 ك1 :(2 1)204 ع زع (4 4مم )3 - 1 : (ز ,)ان 


نلاحظط أن كل مجموعة من وآ ولا 0 تشكل مجموعة سيطرة للبيان 1:00 
وهي منفصلة. إذآ (5و2 ,8 ,ر1) تشكل تجزئة سيطرة للبيان ,7»ام5. بنفس 
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0 


الطريقة نجد ثلاث مجموعات تشكل تجزئة سيطرة للبيان و7كا,م,. ومنه نستنتج أن 

3 - (رط«ى©)ه0. 

لنفرض أن كل من 80 و 2 يكون عدداً زوجياً. بسهولة يمكن التأكد أن 

3 - (رطعايط)ه0. 

نفرض أن 12 > 6. بما أن (,»اور©)ب(م28وط) يكون بياناً جزئياً موسعاً للبيان 

وظعار. كذلك 3 > (,©»او )00 - (ر»او©)00 بحسب الحالة السابقة. نستنتج 
((وظكاوو2)نا(ورط»او00))8 - (رظكاى00)©0 

-.3> نو »اوىم©)00 ,لرطعاوط)00 1154م < 


مبرهنة (31-8): (1998 ,51216 0ه تدده تساعلع11 ,5هم1295]) مهما يكن 
البيان 6 فإن رمكآ 2 6 ربكا * 0 : م > (©) مك +(040)6 
ج21 © 0 مكآك 6 : 1+م - (©) مه +(40)0 


مبرهنة (32-8): ليكن البيان (0 ,م)6 بحيث [ > 4, عندئذ 
. 4 ثم > ©©)40 (00)6 >2 


البرهان: لدينا م > 4, عندئذ على الأقل بيان من البيانين © و © لايحتوي على 
رأس معزول وبالتالي يملك تجزئتي سيطرة منفصلة له. ينتج أن 
(©) 40 (©40)0 >2. لإثيات الحد الأعلى نستخدم المبرهنة (31-8), إذا كان © 
مك1 2 أ ,كا 6, عندئذ 4 / *م > م - (40)6(40)6 (حيث م > 4). 

الفوطى: :أن ج1621 و 217 من الفيراظة" 0189 رقع اهنا 


م >(©) 40 + (40)0. باستخدام خواص المتوسط الهندسي نجد 
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مر (40)0+40)6 ر بج 
عه 0 > (©00)0(00)6 /ء 


2 
هذا يؤدي إلى أن ع 
- 4 / ثم > (©)00 (20)0 


مبرهنة (33-8): (1998 ,513:7 لطلهة تمع تمءل26 ,وعم813) ليكن البيان 
(0 ,م)6 بحيث 0.)6ل > 2, عندئذ ‏ 2+ [2/م|> (6)يمة + (6)رر. 


مبرهنة (34-8): (1998 ,512162 مه تستعتصاعل216 ,وءعم:8139) ليكن البيان 
(9 ,م)6 بحيث إن (©),00 > 2, عندئز 2 + [2/ص|> (©)رمل + (6)ر. 


(5-8) السيطرة الموزونة (الناقصة والمرمزة) 


((24602سندسره1 لعتعذك 0هد مسسنة83) سمكدستدرونا! لعغطواء 18). 


نا كتوق ) السيطرة بعد أ مضل الزرو ون باو ا و قياسات. ليكن البيان 
(8 ,/6)9. نسمي الدالة ع المعرفة على مجموعة الرؤوس (6©)", دالة السيطرة 
الناقصة (103261100 21128 طتم02 كتنتمتم) إذا كان 
(1,0,1-) جح (7)6؟ : ع, عندئز يكون (7257)03 7 : 1 < ([8)31]7 
وعدد السيطرة الناقصة (12112035©1 2802 متطدمكة كتتصتم), (2)0/, يعطى 
بالعلاقة 
( 1156028 مم تحط 00 كتتقتط 3 15 5 : (5)0 روروجعر2) تطتمط > (6) / 
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بشكل مشابه نعرف السيطرة المرمزة. نسمي الدالة م المعرفة على مجموعة 
الرؤوس (6©)ا", دالة السيطرة المرمزة (ممتاءعضنة عداهستدمك 4عمعنه) إذا 
كان (1,1-) جح (7)6 : ع, عندئذ يكون (517)0+؟ " : 1 ع (1الط)ع 

وعدد السيطرة المرمزة (7765تتتاط 1108ةصتحطم 0عمعذة), (7)0, يعطى 
بالعلاقة 

(1021101 208 ستدم0 لعصعونة 2 15 ع5 : (5)11 ع2 صتمط - (0)و؟ 


في كلا التعريفين يمكن أن نطلق على الدالة 8 دالة الوزن للرأس 7 ويمكن أن 
نرمز لها (7)ع > (19000, أي وزن الرأس 7. 


مثال (15-8). جد (بك0)م/ و (4ك1) 7. 


الحل: إذا أعطينا لرأس واحد فقط من رؤوس مك1 الوزن 1- ولبقية الرؤوس 
الوزن 1 فإن 1 < 8001191 لكل رأس من رؤوس +ك. ومنه ينتج. 
2 > (()8 مروعسة) > (054,. من جهة أخرى لايمكن أن نعطي الوزن . 
1- لرأسين في مك1 لأن ذلك يؤدي إلى 0 > ([8)001]9 وذلك لجميع الرؤوس ومنه 
ينتج 2 < (54)/. وبالتالي نستنتج أن 2 > (4ك1),/, لاحظ الشكل (2 ,10-8). 
لحساب (154) 7 نعطي رأساً واحداً فقط الوزن 1 ولبقية الرؤوس الوزن 0, عندئذٍ 
نجد أن 1 < ([01]9ع و 1 > ((8)0 مرومرنة) نم > (0) /, لاحظ الشكل 
(5 ,10-8). أو نعطي الوزن 0 لرأس من م35 والوزن 1- لرأس أخر والوزن 1+ 
للرأسين الباقيين ويمكن أن نتأكد أن 1 < ([01]9ع لأجل كل رأس (0©357)6. 
ومنه ينتج 1 > ((نا)ع [موبرومية) نط > (0) /, لاحظ الشكل (© ,10-8). 
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-1 00 0 [1 


7 الشكل (8 ,10-8) الشكل (8 ,10-8) الشكل © ,10-8) 


مبرهنة (35-8) (دذأنآ .>1 ع:119): ليكن البيان (0 ,م)6, عندئذ 


,(©) > (6©) ,1 
1ك 1700 


مبرهنة (36-8): ليكن البيان (9 ,8)© حيث 5 > (8)6, عندئذ 
(1)6 > (06) 07 


البرهان: نفرض أن 5 > (4)06 و(1,0.,1-) ج (7)6 :ع أصغر دالة 
سيطرة ناقصة. ليكن ش 

(1- مع : (6)لاء - ()اع -5م و (61اع -]/1 
واضح أنه إذا كان 2 > 8, فإن ‏ 1.< || > (6)/, لنفرض أن 2 3 /2. وليكن 
1 عدد الأضلاع من (12)6 والتي تقع على رأس من 7 ورأس من 34. لأجل كل 
رأس 734 لدينا 1 < ([]لم)ع, كذلك 2 < |2162| و |2341 < عآ. كذلك 
لأجل كل رأس 77 لدينا 1 < ([0[[7)ع, كذلك |1074| < | (27|. الآن 


2055 


5 > (7)ع06, ينتج من ذلك أن 2 > |/71)(1. عندئذ 2/14 < غ1 < |22 ومنه 


يلدع 
.0 < |0 - إم| - (6) وحور 


مبرهنة (37-8) (تنذنآ .>1 1196): ليكن © بياناً ثنائي التجزئة من الرتبة 5, 
عندئز (©)27, > م-([- 1+صل)4. 


مبرهنة (38-8): ليكن البيان (0 ,)© حيث 3 > (4)0, عندئذ 
.3 < (100 


البرهان: لتكن +1 ,4-1 ج+- (7)0 : ع دالة السيطرة المرمزة للبيان 0 ممع 
(©),7 - ((07)6)ع. ليكن 24 ,2 و ع[ هي نفسها المعرفة في برهان المبرهنة 
(36-8). إذا كان 2 > 84, عندتذ م > (06)/. وإلا كما في برهان النظرية 
(36-8) يكون (2/384 < عآ. لدينا 3 > (©)4, هذا يعني أنه لأجل كل رأس 5767 
يكون 1 > 1001/1 |, لذلك 284 < غ1 < |م|. لأن م > |24 + |م 
3 > |21| و 3/م2 < |5|. ومنه ينتج 3/م - 3/م - 3/م2 < (1,)0.لأ 


ينتج أن 


مبرهنة (39-8) (تعلدء 11.11 كي 82225 .13 : 
,(2 0508 د م : مح رو©»«و© )1 1 
,(2 1)2200 د م : 1 + مع ررط»<ر©)ور؟ 
وق 5(/5 1000 2)0 - 2 + كلط7 > »او )ي/ > 8/5 - ذلط7 رثا 


مبرهنة (40-8) (72ع1ىء 7ط ىك 11235 .8): 
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م > (ون)كاون))و1 1 
,(4 00200 > 2 : مع ررناءاور0 )و (لا 
,(4 4مم) 2‏ م : 2 + مد رى©»«و0)ور؟ 
,(2 4مم)1 تس : 1 + مع زو©<و©)وىن؟ 
,8/5 + ذله7 > (ول)ءاوط)ء/! > ذلط7 (ثئا 
2 + هت (وظ»اوم)) 1 


ملاحظة (4-8): »)و (ون) »اروك )و »)و و (و»ارن))و, عندما 


(6-8) السيطرة في البيان الموجه (طرة2©) 182162420 هذ ده سندسه00). 


كثير من الدراسات تناولت السيطرة في البيان غير الموجه. لكن في الفترة 
الأخيرة تم دراسة السيطرة في البيان الموجه مع العلم أن القليل من الأبحاث التي 
تعرضت لهذا الاتجاه. دراسة السيطرة في البيان الموجه أكثر صعوبة عنها في 
البيان غير الموجه بالإضافة إلى أنها أكثر تطبيقاً في الحياة العملية. بشكل عام أي 
دراسة على البيان الموجه يكون لها تطبيق في الحياة العملية أكثر من مثيلتها في 
البيان غير الموجه. 


ليكن (4. ,2)7 بياناً موجهاً (نامة,ع 1560:164) له مجموعة الرؤوس 
(0)/آ ومجموعة الأقواس (5645 30) ((4)1. نسمي المجموعة الجزئية 5 مسن 
مجموعة الرؤوس (1, مجموعة سيطرة إذا كان لأجل كل رأس 5 - (5/)00 
يوجد رأس 5 بحيث يكون (07.8)0 (أي أن /انا قوس في ( ,0017). 
عدد السيطرة, (7)00, يكون عدد رؤوس أصغر مجموعة سيطرة في البيان (1. 
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درجة كل رأس في البيان الموجه تنقسم إلى نوعين. الدرجة الخارجية وهي عدد 
الأقواس الخارجة من الرأس ونرمز لها (04)2, و (0)7 مجموعة الرؤوس 
الخارجية من 7. الدرجة الداخلية وهي عدد الأقواس الداخلة إلى الرأس ونرمز لها 
(1000, و (1)9 مجموعة الرؤوس الداخلة إلى 7. نرمز لدرجة البيان العظمى 
الخارجية ب (10)+4 ودرجة البيان العظمى الداخلية ب (4)(0, كذلك درجة 
البيان الصغرى الخارجية (5,)10 ودرجة البيان الصغرى الداخلية (8.00 


نقول عن البيان الموجه (4 ,10097 إنه دوري (أو دوري رياضي) 
(12802604ن01؟), إذا كان لأجل أي رأسين (7©57)0 ,نا أما (4)0جك(0,7) أو 
(1(4)0 ,؟) وليس كلاهما معا. بينما يكون (4. ,)2 بياناً موجهاً متعدياً 
(©25119ه) بحيث إذا كان (7(4)0 ,3) و (7,7(.4)1(0), عندئذ يكون ,11) 
(0400. ويكون (4 ,2)9 بياناً موجهاً متماثلاً (0ماء ص90 ) إذا كان لأجل 
كل قوس ((7(.4)1 ,0) عندئذ يكون (02)ء (13 ,97). 


مبرهنة (41-8) (1.68 .©): ليكن (9 ,2)0 بياناً موجهاً و 87 أصغر درجة 


مبرهنة (42-8) (56©02:0 .2 يق 716622 .5): ليكن ( ,م2 بياناً موجها, 
عندئخ مك ()بة + (00)/. ! 
البرهان: لنختار الرأس * بحيث إن (4,)0 > (017. لتكن 5 مجموعة سيطرة 
ل (0)09 - (7700 تتضمن الرأس . نعلم أن 
.0097 -(17)00ا 85 
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: ومنه نجد 
.م > (طل)بذ + إذ| - (له + وا 
بما أن 5 مجموعة سيطرة, يؤدي ذلك إلى 


-.م> (معبة + |5| > ()بة + (ه) 


مبرهنة (43-8) (2009 ,تاوعط518): ليكن ,)كار جداء حلقتين موجهتين, 
ال ل 1 


,(3 06000 د م : مد (ر)»او0) (نا 
و(3 1,2)60300 عط : 1+ 2 - زر :و0 )/ 


,(8 204 ) 3,5,7 ,1 ,0 2ه : | 2/هة | > (0<<ب)/ (نن 
ر(8 504) 6 ,4 ,2 عم : 1+[ 2ل/ه3 | - حرم ): 


م28 > )عاو ))/؟ 17 
,(32003©) 20 م : 25 > »و0 ) ب 
.(20043) 1,2 تم :2+2 - (رعوم)ر 


ملاحظة (5-8): (م7)0..*0, عندما 20 > 7 غير معروفة ومازالت مطروحة 
للحل. 


مثال (16-8). جد (010)»م0))/. 


الحل: من المبرهنة (7 ,43-8) نجد أن 22 > (0ر0»<م0), لاحظ الشكل (11-8). 
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الشكل (11-8) 
(10 ,6 إلى الرأس (1 ,6, لأجل 6 >1 > 1 وكذلك هناك ضلع موجه من الرأس 
([ ,6) إلى الرأس (3 ,1), لأجل 10 > [ >1. ولم نرسمهما منعا للالتباس في 
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1. جد مجموعة وعدد السيطرة لتمركز وزراء على رقعة-الشطرنج من القياس- -- 


8 (إيجاد مواقع أو مراكز السيطرة) في الحالات التالية: 

8. لايوجد وزيران يقتلان بعضهما. 

«. كل الوزراء تكون على قطر واحد. 

©. كل الوزراء تكون على عمود وأحد. 

2. جد تمركز 8 وزراء على رقعة الشطرنج من القياس 8<8, بحيث لايقتل 
أحدهما الآخر. 

3. جد مايلي: 

./))04( .3 

ط. و0). 

./)004( .© 

. (ب0)/. 


4. جد مايلي: 

3. (2)0/, (2)0/: (0)ج/! حيث 0 بيان بيترسن. 
ط. (و)د/ (00))د. 

©. (م1)يه/: لمات . 

04 (و2»و2 )و )»اوت )را. 

©. (لو»«و )ور (ون)»اون))يل. 


5. أوجد مايلي: 
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3. (ملعاو©)ر” ر(م2»اوط). 

ط. (وعاو©)/ة ,(بط»اوط)1. 

©. (و0)ك»اون))/” ,(و0)»او0))ر. 

4 (و0 »)ةر (و0 كو 0 )1. 

© (7ركل)/ .و( ,مك)/. 

لله لو يكلك«و )17 ,(و, ركل»«د0)». 


6. جد مايلي: 
8. (00)03, حيث © بيان بيترسن. 
2 (وي00)1. 
©. (00)©05. 
8. »ون )هل. 
7 جد مايلي: 
8. (00:)00, (0))ءمل حيث © بيان بيترسن. 
ط. (وبك),م0, (بريكا).مل. 
©. (و0)يه0, زو0)وم0. 
4. (ي00,)2©<2, زري2»ر0)يه0. 
8. أثبت النتيجة (1-8). 
9. أثبت المبرهنة (6-8). 
0. جد مجموعة السيطرة و عدد السيطرة لبيان بيترسن وذلك باستخدام 
الخوارزمية (1-8). 
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1. باستخدام الخوارزمية (1-8), جد مجموعة السيطرة و عدد السيطرة للبيان 
الموضح في الشكل (7-8). 


2. استنتج عدد السيطرة لأي بيان تام وذلك حسب الخوارزمية (1-8). 


3. يرهن أنه لاتوجد مجموعة جزئية (7)04 ح 5 من رؤوس البيان 04 بحيث 
يكون 1 > |[:5617]5| مهما يكن الرأس 7 من 04. 


14. يرهن أنه إذا كان البيان © غير مترابط, عندئ 2 >7)0(5. 
5. يرهن أنه إذا كان 2 > (82)6هتل, فإن (©5)0 > (7)0. 


6. مأهو أكبر عدد من الأضلاع في بيان عدد رؤوسه 10, بحيث يكون 


3 -(0)/. 
7 جد بيان © عدد رؤوسه 7 وعدد أضلاعه 10 و 3 > (4)6, بحيث يكون 
3 > (6)/. 


8. برهن المبرهنة (19-8). 

9. أثبت أن | 1(/2 +م) |- (,5<«ي0)ر. 

0. عرف مجموعة من البيانات 6 والتي تحقق 1 - (03322)0 > (0)./. 
1. عرف مجموعة من البيانات 6 والتي تحقق (28:)6 - (7,)6. . 

2. ارسم بيان © بحيث يكون 10 > (1)6 و 15 > (6)//. 

3. عرف مجموعة من البيانات (0 ,)6 والتي تحقق (4)0 - « - (7)0. . 


4. أثبت أن 2 + ل2/صا> ( 2)مق. 
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5. جد مايلي: 

3. (ب0)/ ,(01) [. 

ط. (يك)و ,(وكل) /. 

©. (وريكل)وة ,(وريك) [. 

6. ليكن (0 ,600 بياناً منتظماً من الدرجة 3. أثبت أن 2/د > (7.)6. 

7. جد عدد السيطرة للبيان الموجه :10710 ووضح ذلك بالرسم في الحالات 
التالية: ْ 

2. (و©ع»يط)/. 

ط. (ون) »او )). 

60. (وطعاوطعاوط)/. 

18 جد عدد السيطرة للبيان الموجه زم 1007 ووضح ذلك بالرسم في الحالات 
التالية: 

8. ([ بيان دوري بين 4 لاعبين (كل الحالات). 

. (آ بيان متعدي للحالات في (8). 

©. لآ بيان متماثل للحالات في (8). 
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الفصل التاسع 
أعد ادال امزي 


ولا طسس اخ وعسسمق ]1 


توفي العالم البريطاني فرانك رامزي (لإعقطتق]1 علصه:1) عام 1930 عن 
عمر 26 عام, بعد أن قدم نظريته والتي أطلق عليها فيما بعد, نظرية رامزي 
(ه26ط1 :2356 2). هذه النظرية أصبحت الشغل الشاغل لكثير من العلماء في 
الرياضيات والتي كانت بدايتها بفكرة بسيطة, أنه من بين كل ستة أشخاص, هناك 
ثلاثة يعرفون بعضهم بالتبادل أو لايعرفون بعضهم بتاتا. بمعنى أخر رياضياً 
وبيانياً بشكل خاص, من أجل كل بيان بسيط 6 مكون من 6 رؤوس أما © ح وك1 
أو 6 ح وك . هذه القاعدة فتحت الباب لدراسة مايطلق عليه الآن بأعداد رامزي. 


بالطبع تحديد عدد رامزي يزداد صعوبة أكبر بكثير مما يتخيل الفرد مقارنة 
مع الفكرة البسيطة التي أنطلق منها. هذا يتيح لنا التعمق في مجال إبداع هذه 
النظرية والأطلاع على بعض النتائج. في .علم :1935 العالمان المجزيان ليزدسن و 
سيكيرس (52616565 © 175005), لفتا الانتباه إلى نظرية رامزي و برهنا أن عدد 
رامزي ( ,205 موجود دائماً وقدموا حداً أعلى له. كما أثبتوا أن إيجاد عدد 
رامزي هو من التعقيد عا1متمع-12<. 
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تقسم تطبيقات أعداد رامزي إلى قسمين, عملي ورياضي. في الجانب 
العملي تساعد المهندسين في بناء شبكات الاتصالات (شبكات الكمبيوتر والانترنت) 
لنقل المعلومات واسترجاع إشارات النظام. في مجال الرياضيات, هناك تطبيقات 
لأعداد رامزي في الجبر والهندسة. 


(1-9) خصائص أعداد رامزي (75ء سد وءعصدد؟1 02 وعتاععمه2). 


تعريف (1-9): يُعرف عدد رامزي (/6طتتتتاط '©182205) بالشكل التالي: 

لأجل + ,5 أعداد صحيحة موجبة, عدد رامزي « ,2)5 يكون أقل عدد صحيح 
موجب م, بحيث إن كل بيان بسيط 6 من المرتبة م يحتوي ,15 أو ,كد ونقول. 
عندئذ م > 4 ,205 (أي عدد رامزي لأجل 5 و 1 يكون 0). بمعنى أخر أما 


اا 6 م 0ج أو يمكن أن نعرف عدد رامزي [ق8 4 بأنه أقل عدد 000000 


بحيث إن أي بيان من المرتبة م يحتوي البيان .15 كبيان جزتي أو يحتوي + رأس 
مستقل. 


نرمز ب (0 ,)م لدرجة الرأس +1 في البيان ©, و (6 ,7103 لمجموعة 
مجاورات الرأس + في البيان 6. 


مبرهنة (1-9): أي بيان بسيط من المرتبة 6, إما أن يحتوي و15 كبيان جزئي أو 


يحتوي ,1 كبيان جزئي. هذا يكافئ القول إما أن البيان © يحتوي و1 كبيان 


جزئي أو 0 يحتوي البيان :ك1 كبيان جزئي. 
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البرهان: ليكن (1217)6. بما أن 5 - (© ,)م + (6 ,10)م, فإنه إما 
3 < (©6 ,نهم أو 3 < (© ,1)م. بدون التقليل من عمومية المسألة, نعتبر أن 
3 < (6 ,0)م, (بسبب تمائل حالة المبرهنة بالنسبة لي 0 و ©). ليكن 2 ,ل ,نا 
ثلاثة رؤوس مجاورة للرأس 1 في 6, لاحظ الشكل (9 ,1). 

إذا كان هناك على الأقل رأسان متجاوران من الرؤوس 2 ,لا , (ليكن /( ,5). 
عندئذ الرؤوس ' ,خا مع الرأس +1 تشكل بياناً ك1 جزئياً من البيان 6©, لاحظ 
الشكل (3 ,1-9). وإلا لايوجد رأسين متجاورين من 2 ,3 ,. منه نستنئج أن بآ 
بيان جزئي من ©, لاحظ الشكل (3 ,7.)1-9 


0 


22 3 7 


الشكل (© ,1-9) الشكل (8 ,1-9) 


مبرهنة (2-9): مهما يكن 1 ,5 > 1, فأن (5 ,120 > 9 ,11)5. 


البرهان: واضح من التعريف البديل لعدد رامزي, يمكننا التبديل بين دوري 5 و ]. 


مبرهنة (3-9): مهما يكن 5 > 1, فأن 1 > (1 ,8)5. 


البرهان: لأن المتمم لأي بيان غير تافه يحتوي البيان ,ك1 كبيان جزئي. 
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مبرهنة (4-9): مهما يكن 5 > 1, فأن 5 > (2 ,12)5. 


البرهان: إذا كان البيان البسيط 6 من المرتبة 5, غير تام, عندئذِ متممه © يحتوي 
يك كبيان جزئي, ومنه نستنتج أن 5 > 4 ,8)85. واضح أن الاتجاه المعاكس 
للمتراجحه صحيع., لأن البيان .>1 لايمكن أن يحتوي البيان م1 كبيان جزئي. 
وكما نعلم أن ,م لايحتوي أي ضلع.ت 


مبرهنة (5-9) (وع:عكاء52 يي 1::005): 

8 مهما يكن ] ,5 ك 3, فأن (1- 1 ,1)8 + © ,1- 1)5 > (1 ,12)5. 

5) إذا كان 2 ,1- 8)5 و (1)5,1-1 عددان زوجيان, عندئذ 
1-1 ,)14 + 2 ,1- 8)5 > ,)8 


البرهان: (8). تعميماً لبرهان المبرهنة (1-9). ليكن © بياناً بسيطاً من المرتبة 
(1- 1 ,8)8 + 2 ,1- 5), وليكن (0©17)6. 

نعلم أن 1- (1- + ,5)ه + © ,1- 0ه > (© ,نهم + (0 ,0ام, عندئذ 
1,2- 805 < © ,نهم أو (9 ,1- 0< > (1- ؛ ,5)< < (© ,نهم. إذا كان 
(1 ,1- 805 < (0 ,11)م, عندئذٍ البيان الجزئي 11 المكون من مجموعة مجاورات 
نا في البيان 6, له على الأقل 1 ,2)5-1 رأس, أي 31 > (6 ,)21. 

إما 51 يحتوي ,ك1 كبيان جزئي, والذي مع الرأس دا يشكل .ك1 كبيان جزئي في 
© أو يحتوي ,ك1 كبيان جزئي (وبالتالي © يحتوي ,ك1 كبيان جزئي). إذا كان 
(5 ,1- 80 < (6©. ,ن)م, عندئذ المطلوب ينتج بتطبيق نفس المناقشة السابقة 
بالنسبة للبيان © وذلك بتبديل 5و ). 
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(6. لنفرض أن 2 ,1- 805 و (1- 1 ,205 عددان زوجيان, وأن 6, له 
1- (8)5,1-1 + 2 ,1- 105 رأس. عندئذٍ 


2 - (1-1 ,5)< + ( ,1- 5)ظ - (© ,ننم + (© ,نا)م. 


لأن |(©)17| عدد فردي, عندئذ هناك رأس 16106 درجته زوجية. إذا كان 
5 ,1- 2)5 < (© ,ن)م, عندئذ ينتج المطلوب بنفس العمل في (8). إذا كان 
0 ,1- 8)5 > (6 ,ن)م, عندئذ 2 - © ,1- 105 ك ( ,0م (لأن (03 ,11)م عدد 
زوجي). إذا, (9 ,1- )2 < ( © ,3)م, والمطلوب مرة ثانية يكون كما في (1.)8] 


نتيجة (1-9) (526162©5 ي4 1005): لأجل كل عددين صحيحين موجبين 5 و 


بي 
يكون > (2 ركراكة : 
3 9 ل رَ إسىي )0 0 


البرهان: بالاستقراء على المجموع 1 + :. النتيجة صحيحة عندما 2 > + 5, 
وذلك حسب المبرهنة (22-9). نعتبر أنه عندما 1 > 3, المتراجحة تكون صحيحة 
من أجل كل الأعداد الصديحة 8 و ؛ والتي مجموعها يكون أقل من عآ, ولنفرض 
أن #2 -1 + و. عندئذ من المبرهنة ((8) ,5-9) يكون 

(1-1 ,و)ظ + © ,1- )80 > 0 ,5)آ1 
ومن جهة أخرى بحسب الاستقراء 

(5,1-1)ه + 0 ,1- 1)5 > 2 ,205 

عي م 
5-1 1-(5-1) 
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5+24-2ي 3-خ2+يى 44-3 
هي 1 اكه 2-م 0 
(2-9) حساب أعداد رامزي (قسم 4ه لسعلد) ا نالخ توعقنسقة1). 


إن عملية إيجاد أعداد رامزي ( ,2)5, حيث 4 > 5 > 3, معقدة جداً باستثناء 
بعض الحالات القليلة وذلك عندما تكون 1 ,5 صغيرة. والحالات المعروفة هي 
عندما يكون 3 - و و 9 >4 > 3, كذلك بعض الحالات عندما 4 - و و >3 
9 > .. وهذه دلالة على تعقيد هذه المسألة على الرغم من قدمها. الجدول (1-9) 
يوضح هذه القيم. 
ا 84 1ن ال اك ا كر 
ا ا ف 1 1 011 


جدول (1-9) 


مبرهنة (6-9): 9 > (4 ,22)3. 


البرهان: من المبرهنة (1-9) لدينا 6 > (3 ,2)3 ومن المبرهنة (9 ,4) لدينا 
4 > (2 ,2)4. من المبرهنة ((6) ,9 -5) ينتج الحد الأعلى 

.9 -1- (2)3,3 + (4 ,2)2 > (4 ,103 
لإثبات أن 9 > (4 ,3), نلاحظ البيان في الشكل (9 ,2). 
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3 4 
الشكل (2-9) 


هذا البيان من المرتبة 8 وواضح أنه يحتوي أكبر عدد من الأضلاع بحيث 
لايحتوي و1 أو ,2 وأن إضافة أي ضلع يفقده هذه الخاصية ومنه ينتج > 8 
(4 ,8)3. أخيراً نستنتج أن 9 - (4 ,2.803 

0 “تمر 


مبرهنة (7-9): 14 > (5 ,12)3. 


البرهان: من المبرهنات ((2) ,9 -5), (4-9) و (6-9) ينتج 

4 - و + 5 - (4 ,3)ه + (5 ,202 > (5 ,203 
لإثبات عكس المتراجحة, نلاحظ البيان في الشكل (9 ,3). هذا لبيان من 
المرتبة 13, له أكبر عدد من الأضلاع بحيث لايحتوي 15 أو ,4 وأن إضافة 
أي ضلع يفقده هذه الخاصية وهذا يؤدي إلى أن (5 ,8203 > 13. ومنه يكون 
١ 0.03, 5( > 4‏ 
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الشكل (3-9) 


تعريف (2-9): لأجل أي بيانين بسيطين ج11 ,:11, عدد رامزي (81:,182), يكون 
أقل عدد م بحيث أن كل بيان بسيط من المرتبة , إما يحتوي :11 كبيان جزئي أو 
© يحتوي ج11 كبيان جزئي. 


مبرهنة (8-9): لأي بيانين بسيطين 12 11 عدد رامزي 59 ]1 موجود. 


البرهان: ليكن ج181 ,81 بيانين بسيطين حيث 1+ > إي| ,و > |:1آ1|ء بما أن 
مكاي :1 و بكلا بج وط, عندئخ يكون 1 ,1)5 ك (112 ,11)ظ.ن 


نقبل المبرهنات التالية بدون برهان. 
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مبرهنة (9-9) (1986 بلدتصدعآ قصة 4صمدتمقطح): 
,(2 0204 )0غ ره (2 00000 عع ىو قر 3 0 
.(2 052004 دغ , ى : 1[سوبدى 1 5 4 


مبرهنة (10-9) (2005 ,أعاوء81 50قطمزءع#): لتكن 1 شجرة من المرتبة م, 
وليكن 6 بيانا بسيطاً بحيث إن 1- م < (5)6. عندئذ تكون 7 بياناً جزئياً من 6. 


مبرهنة (11-9) (2004 ,علقطبت]1 عاعد3): ليكن 6 5 ع1 لود حرج, عندئذ 
1- 1< (6)0. 


مبرهنة (12-9) (1977 ,065818[1)): لتكن 1 شجرة من المرتبة 5, عندئذ 
1+ (6-1) (1- 5) > ريك ,و2)1. 


اليرهان: العلاقة واضحة عندما 1 -+ - و, لنفرض أن ,5 > 2. لإثبات الحد 
الأدنى, نلاحظ أن البيان :مك1 (1- - ) > 11 لايحتوي و1 كبيان جزثئي, لأن كل 
مركبة من 11 مؤلفة من 1- - 5 رأساً. كذلك, بما أن هناك فقط 1-1 مركبة بيان تام 


.مك1 في 11, فواضح أن 11 لايحتوي بك . هذا يؤدي إلى أن 


1 + (1- 6 (1- 6) < ك1 ,201 


لإثبات الحد الأعلى, ليكن 6 أي بيان من المرتبة 1 + (1- © (1- 5). سوف 
نبرهن أن 6 يحتوي .1 أو ,.. إذا كان ,1 ليس بياناً جزة أ من 6, عندئذٍ 
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1- ؛ > (8:)0. من جهة أخرى, بما أن 6 من المرتبة 1 + (1- ]) (1- 5) و 
1-1> (80)06, ينتج من ذلك 


1+-06-ى | |1+ه-120-) 
م 35 1 15 |6 


ليكن 67 بيان بيان هلوني حرج في 6. من المبرهنة (11-9), نجد أن 
1- 5 < (,5)6. لكن من المبرهنة (10-9), ينتج لدينا ,1 تكون بياناً جزئياً من ,6 
وبنفس الوقت من 6, وهو المطلوب.ل 


نقبل المبرهنات التالية بدون برهان. 


> مبرهنة (13-9): (1986 بكلدنطدع.آ ممه )مهناتدط0) لأجل أي عدد صحيح 3 


2 >, يكون | 222 | < (2 ,)آ. 


ميرهنة (14-9) (1988 ,10نده 6 05810 12): 
1) لأجل أي بيان من المرتبة ؛ ولايحتوي رأساً معزولاً, يكون 
06101 -1 عه 6 : 1+عم 


كلك 011 : 1 


ا 3 (©6 و1 


2 مهما يكن + > 58 > 2, عندئذٍ ,1-ل/ما+ :- نم و0)ج 


مبرهنة (15-9) (1988 ,1لنده6 500210): 
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«(3,3) غ2 (05) ,ون)) عت (2 1)004 د : 21-1 - © ,)2 

و(4 ب4) ع 0 ,5) © (2 00200 د ,و : 1- 2/و +1 - (0 ,)2 

(2 06504 > 5 8 (2 4مص)1 د : (25-1 ,1- 2/و + ع)جهم > (0 ,)2 
.6 > (0 ,)2 > (و0 ,و12)0 


5 2+1 >ى © (2 1000 > و : 0 0 
( 2 < م : 5) > 0رك1 ,) 


(3-9) تلوين رامزي (عصة:0010) وعوديرة؟). 


مضى ايردس (87405) إلى الأمام في أفكاره وقدم توظيفاً أخر لنظرية 
رامزي بطرحه نظرية رامزي بطريق أخرى اعتماداً على تلوين الأضلاع, وذلك 
بالشكل التالي: 
ماهو أصغر عدد صحيح موجب م, بحيث إذا لونا بطريقة اختيارية أضلاع 
البيان مك1 بلونين وليكونا الأحمر والأخضر, إما يحتوي البيان م1 ولأضلاعه 
اللون الأحمر أو البيان ,15 ولأضلاعه اللون الأخضر. هذا التعريف بموضوع 
التلوين اعتمادا على نظرية رامزي, أطلق عليه لوني عدد رامزي 
(2هطالقتتط لإعقمتق] رم[معوه). 


نعرف عل لون (0010528-ء1) لانضلاع بأنه الدالة / المعرفة من مجموعة 
أضلاع البيان © إلى المجموعة (1 ,... ,2 ,11 والتي تمثل ع1 من الألوان 
المختلفة, بالشكل التالي: (1 ,... ,2 ,11 ج (8)6 : ثر, أي تلوين الأضلاع 
باستخدام 1 لون. عندئذ يمكن تعميم نظرية رامزي من أجل 1 لون على النحو, 
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ماهو أقل عدد صحيح موجب م بحيث يحتوي البيان م1 على البيانات 
ي© ,... ,© ,© كبيانات جزئية ولأضلاع كل بيان منها :© اللون 1 
(حيث عا ,... ,2 ,1 - 6. ونرمز لذلك (م : ع6,... ,© ور ©)لون 
(عومترمامء-زم : 6# ,... وو © ,1©)), وهو تعريف يكافئ نفس المعنى لتعريف 
أعداد رامزي (2 : ع6 ,... وو ,61)آ. 


هنا سوف نتعامل مع #2لون (358:ه2-01). ليكن لدينا البيانان 62 ,6, نقول 


عن التلوين “ر, إنه ( : © ,©)-لون, (عسنماهء-(م : 2 ,ر6)), إذا وفقط إذا 
كان “ر, 2لون للبيان مك1 و ثر يحتوي 01 كبيان جزئي أونت أضلاعه باللون 1 أو 
يحتوي 0 كبيان جزئي أضلاعه ملونه باللون 2. 

إذا كان ,1 > ,© و .1 - و6, عندئذ نعبر عن ذلك بالشكل (8 : 58 ,)-لون 
عسنره1ه»-(م : 5 ,), (أي (2 : .ك1 ,,بك)لون) وهر يساوي 1 ,1)5. 


مثال (1-9): أثبت أن 9 > (م : 4 ,3)-لون أو (9 > (4 ,8)03). 


الحل: ليكن البيان و>1, نرقم الرؤوس بمجموعة الأعداد (7 ,... ,2 ,1 ,0) ونلون 
الضلع بين الرأسين 1,3 بالشكل التالي: | 

إذا كان (8 204) 7 ,4 ,1 > 1 - [, عندئذ نعطي الضلع ([ ,1) اللون الأحمر 
والأضلاع الباقية نعطيها اللون الأخضر (الأضلاع الغامقة لها اللون الأحمر و 
الأضلاع المتقطعة لها اللون الأخضر) لاحظ الشكل (4-9). أي أن م1 لايحتوي 
البيان :>1 بحيث أضلاعه ملونه بالأحمر ولا يحتوي البيان بك[ بحيث أضلاعه 
ملونه بالأخضر. أي أن (2 : بكآ ,يك1)لون > 8, ومنه 
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8< (25)3,4 - (ج : 4 ,3)لون.. 
نعلم أن 6 > (3 ,203 و 4 > (4 ,8)2. من المبرهنة (5 : 5-9) لدينا. 
0 -4 +6 -(5)2,4] + (3 ,3) > (4 ,103 
ومنه يندج 
9 > (8)3,4 > (م : 4 ,3)-لون. ل 


الشكل (4-9) 


مثال (2-9): أثبت أن )5 : 66 يلون > 6. 


الحل: نلاحظ الشكل (5-9) لتجزئة أضلاع البيان م15 (الأضلاع الغامقة لها اللون 
الأحمر و الأضلاع المتقطة لها اللون الأخضر). أي أن م1 لايحتوي +2 ملون 
بالأحمر ولا 06 ملون بالأخضر. أي أن (2: 06 ,و2)-لون > 7.6 
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مبرهنة (16-9): 18 > (4 ,1)4. 


البرهان: لنثبت أولاً أن 17 < (4 ,2)4 وذلك بطريقة بناء (17 : 4 ,4)لون. 
لتكن رؤوس البيان 17 مرمزة بالأرقام التالية (16 ,... ,2 ,1 ,0) ونعطي اللون 
الأحمر للضلع ([ ,6, إذا كان (17 7200) 8 ,4 ,2 ,1 > إؤ- 1| ونعطي اللون 
الأخضر لباقي الأضلاع. يمكن التأكد أن +1 لابحتوي البيان +1 كبيان جزئي 
بأضلاع حمراء أو خضراء ومنه ينتج أن 17 < (4 ,8)4. نعلم أن 9 > (4 ,12)3. 
من المبرهنة (8 : 5-9) لدينا ش 
.9+9-8-(5)4,3 + 40 ,03 > (4 ,2)4 

ومنه نجد 


.18 > (4 ,5)4] ع زم : 4 ,)يلون 


بيان العجلة ,15, وهي بيان ينتج بإضافة رأس إلى منتصف لحلقة ,© 
ومن ثم إضافة ضلع من هذا الرأس إلى كل رأس في الحلقة. بيان النجمة ,5, هو 
بيان ثنائي التجزثة تام 1 و,كا. 
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نقبل الميرهنات التالية بدون برهان. 
مبرهنة (17-9) (2004 ,16ةطنك1 عا8/1556): لأجل 5 35 يكون 
,38-2 > 787 ,و15 


مبرهنة (18-9) (2004 ,ءلةطنك1 عاعية8/1): لأجل 5 >4 - 26 و ؛ عدد موجب 
فردي بحيث 1 >5, يكون 1170-38-2 روه)آ. 


مثال '(3-9): أثبت أن 17 > (م: وآ روك ريك1)لون, أي 17 > (803,3,3. 

الحل: تفرص لدينا تلويناً لأضلاع بيان تام باستخدام 3 ألوان (أحمر, أصفر, 
أخضر). ولنفرض أيضاً أن هذا التلوين لايحتوي مك1 كبيان جزئي لأضلاعه لون 
واحد. لنختار الرأس 7. ولندرس الرؤوس التي تجاور 7 بأضلاع خضراء والتي 
نسميها المجاورات الخضراء للرأس *. المجاورات الخضراء للرأس ”, لايمكن أن 
تحتوي رأسين متجاورين بضلع أخضر لأن ذلك يناقض الفرض. نستنتج أن 
الرؤوس المجاورة للرأس ‏ تتصل فيما بينها بأضلاع صفراء وحمراء فقط. بما أن 
6 > (3 ,2)3, عندتذ المجاورات الخضراء للرأس 7, تكون 5 رؤوس علىالأكثر 
(لو كانت 6 رؤوس لكانت احتوت وك1, لأن مك15 يحتوي دك بلون وأحد 
لأضلاعه). كذلك بنفس الأسلوب المجاورات الصفراء والحمراء تحوي 5 رؤوس 
على الأكثر في كل منها. بما أن كل رأس باستثناء , يكون مجاوراً أخضر أو 
أصفر أو أحمر للرأس 7, عندئذ البيان التام المفروض له على الأكثر 
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6 > 5 + 5 + 5 +1 رأس. ومنه نستنتج أن 17 > (3 ,3 ,5)3, (لأن زيادة أي 
رأس يحقق المطلوب), لاحظ الشكل (0.)6-9] 


الشكل (6-9) 


لإثبات أن 17 < (3 ,3 ,5)3, يكفي رسم أضلاع ملونة للبيان 6ك باستخدام 3 
ألوان ونتأكد أن التلوين لايحتوي :ك1 وحيد اللون بثلاث نسخ (أحمر, أصفر, 
أخضر), لاحظ الشكل (7-9).-أ 
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تمسر يسن 9: 


.1 


.2 


.3 


.8 


9 


.0 


جد الحد الأعلى ل (6 ,2)3. 

أثبت أن 17 < (6 ,1)3. 

استخدم التمرين (1), لإيجاد الحد الأعلى ل (7 ,1)3. 
أثبت أن 21 < (8)3,7. 

جد الحد الأعلى ل (5 ,1)4. 

جد الحد الأعلى لي (2 ,2 ,1)2. 

أثبت أن 5 - (يط ,و1)0. 

أثبت أن 7 > © - بكآ ,ب2). 

أثبت أن 5 > (و ,]1 ,و2)8. 


أثبت أن 2/(م+02) > (م ,12)3 وذلك باستخدام النتيجة (1-9). 


1. أثبت أن 4(/2 + 2م) > (م ,8)3, عنما يكون م > 3, وذلك باستخدام 


المبرهنة (5-9). 


12. أثبت أن 02+ 0 > (,3), عندما يكون م7 > 3, عدداً صحيحاً موجباً 


وفرديا, وذلك باستخدام التمرين (11). 
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2324 


الفصل العاشسر 
شبكات التندفق وتطبيقاتها 


9غ أ اوجن لسذ 11015 011؟اء ا 


التدفق في الشبكات يعني كمية النفط أو الماء المتدفقة خلال شبكة من 
الأنابيب, عدد المركبات المتدفقة عبر شوارع مدينة ما ولاسيما في لحظات الذروة, 
مرور التبار الكهربائي من نقطة إلى أخرى, الضغط الذي يحدث أثناء ذروة 
الاتصالات السلكية أو اللاسلكية وحتي البريد الالكتروني. كل هذه الأشياء 
ومثيلاتها هي عبارة عن تدفق من مكان أول يسمى منبع 5 أو مصدر (6ممنا0ة) 
إلى مكان ثاني يسمى مركز أستلام ويدعى المصب 1 (1ع1818 08 علصة). بالنسبة 
لتدفق النفط عبر شبكة أنابيب هناك مصدر 5, ومصب + وشبكة من الأنابيب التي 
يتم تدفق النفط من خلالها. 


في كل هذه المشاكل هناك حد أعلى لقدرة تمرير الخدمة في الشبكة ولاسيما بين 
نقطتي عبور وهذا مايطلق عليه قدرة الاستيعاب للشبكة أو اختصاراً السعة وتكون 
الغاية من الدراسة هي تحسين التدفق حتي يساوي (أو يكون قريباً قدر الإمكان من) 
السعة الحقيقة عبر توصيلات الشبكة. يجب ملاحظة أنه ليس بالضرورة أن تكون 
جميع توصيلات الشبكة متساوية السعة. علاوة على ذلك, من أجل تقليل احتمالات 
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أن يكون هناك ضياع في التدفق يجب المحاولة عدة مرات لتحسين التدفق حتى 
الوصول للتدفق الأمثل. 


الشبكة (2قح ,1 ,5 ,له ,)7 مكونة من خمس عناصر, حيث (4 ,)12 
يكون بياناً موجهاً مع مجموعتي رؤوس متمايزة, من بينها رأسين 5 و ؛ يطاق 
عليها المصدر والمصب على الترتيب (يمكن أن تحتوي الشبكة أكثر من مصدر 
وأكثر من مصب). كل قوس » في الشبكة 71 مرفق بعدد حقيقي موجب (080)6, 
هو سعة (03030119) القوس ع, وإذا كان هناك عددان مرققان بالقوس فإن 
اليساري يدل على سعة القوس واليميني يدل على كمية التدفق خلال هذا القوس 
والذي بدوره يمثل أنبوب. كل من السعة والتدفق يشكل داله من مجموعة الأعداد 
الحقيقة الموجبة إلى أقواس الشبكة ]2. هنا نرمز للدرجة الداخلية والدرجة 
الخارجية للرأس ” ب (14)7 و (0400 على الترتيب. سنرمز () ,21)5, اختصاراً 
للشبكة (32© ,1 ,5 يذ ,1[)17. 


التدفق / في الشبكة 71 يكون الدالة المعرفة من مجموعة الأقواس 4 إلى 
مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة بحيث إن 
1. (عء)صق > (ء)ي/ر وذلك مهما يكن ذء ©6. 


2 لأجل أي رأس 7 بحيث 5 و 761 يكون 
2/0600 ا -6)/ و2 


(<) 4معم (<) مقعع 
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يتضح أن التدفق هو تطبيق يصف عملية نقل أو جريان المواد أو السوائل 
خلال أنابيب الشبكة, بينما السعة فهي تطبيق يصف أكبن كمية يِمَكنَ نقلها عبر هذه 
الأنابيب. بالطبع أن التدفق لايمكن أن يتجاوز السعة. كذلك 0 أن الكمية 
المتدفقة إلى الرأس 7 (حيث *, ليس من رؤوس المصدر والمصب) هي الكمية 

يفكن أن تعمد المصندق :8 ولأممن © يشكن اعتراززي داح البناق. الموتيه 
وبحيث (10)5 و (01)5 ليست خالية. كما أن اللفات لاتضيف أي فائدة للشبكة لأن 
الجريان خلالها يتدفق من الرأس ويعود لنفس الرأس, وبالتالي يمكن أن نفرض أن 
الشبكة لاتحوي لفات. كذلك الأقواس المتوازية (المضاعفة) لاتضيف أي شيء 
لدراسة الشبكات لأن دراسة التدفق والسعات عليها يمكن أن ندرسها مجتمعة على 
قوس واحد, ولذلك..يمكن_اللاستغناء عنها. من كل ماسبق يمكن أن نفرض أن 
(12 -1) إ/ا| ك زها. 


ليكن لدينا شبكة 71 مع تدفق ”, ومجموع التدفق على الشبكة يكون 1 والذي 
يطلق عليه كمية (أو قيمة) التدفق على الشبكة ]2. مشكلة دراسة التدفق هي معرفة 
أكبر كمية من 1 تصل إلى المصب , بمعنى أخر هو دراسة تقليل الكمية الضائعة 
خلال عملية الجريان عبر أنابيب الشبكة من المصدر إلى المصب. حيث من 
الواضح أنه لاتصل كامل الكمية 1 إلى 6, وإلا لم تكن هناك مشكلة للدراسة. وهذا 
مايسمى التدفق الأعظمي (11077 2نتصتنتة0). 


فورد و فولكيرسون (5502ع71011 4 5010) 1962, هما أول من درسا 
التدفق الأعظمي. كذلك أوجدا عدداً من النتائج وطورا خوارزمية لإيجاد التدفة 
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الأعظمي. ثم بعد ذلك, كثيرون هم الذين درسوا مشكلة التدفق الأعظمي في 
الشبكات. دينك (1970 ,1010©), قدم تطويراً لخوارزمية التدفق, وقدم كارزانوف 
(13528007,.1974), تحسيناً لتكنيك دينك. لكن أسرع خوارزمية معروفة لدراسة 
هذه المشكلة حتى الآن هي للعالم سليتور (1980 ,5162101). 


(1-10) التدفق والقواطع في الشبكاث (516650215 صا 0145 20 01085. 


شبكات الأنابيب لنقل التفط من المصدر إلى المصب هي نموذج للشبكات. 
حيث يرمز كل قوس لجزء من الأنابيب ونهاية كل قوس يتوافق مع عقدة الربط 
بين أنبوبين والوزن المرفق بكل قوس © من 4, يرمز إلى سعة الأنبوب الموافق 
لهذا القوس. وبالتالي الشبكة هي نموذج حقيقي لشبكة أنابيب تنقل النفط أو أي سائل 
من مركز المصدر إلى مركز المصب. ش 


تعريف (1-10): الشبكة وحيدة المصدر_وحيدة المصب: هي بيان موجه مترابط 
له رأس متمايز يسمى مصدراً له درجة خارجية أكبر من الصفر ورأس متمايز 
أخر يسمى المصب له درجة داخلية أكبر من الصفر. 

الشبكة وحيدة المصدر_وحيدة المصب التي لها المصدر 8 والمصب ؛, نرمز لها 
الشبكة 8-4 أو اختصاراً (1 ,2/)5. 


تعريف (2-10): الشبكة السعوية: هي بيان موجه مترابط بحيث إن كل قوس فيه 
مرفق بوزن غير سالب يسمى سعة القوس (032)6. 
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تعريف (3-19): لأجل أي مجموعتين 77 ,]2 من رؤوس الشبكة 7!, نرمز ب 

(7,7), لمجموعة الأقواس في 1 والموجهة من رأس في 5 إلى رأس في لآ. 
زلاع7_ ع عن , بورد ع ه : ببعة) - (1 01) 

تعر يف 1 ل 0 شبكة سعوية, التدفق كر في 77 يكون الدالة 

1. (6)جة > (©6)ثر وذلك مهما يكن 1ع ©. وهو شرط القيد للسعة. 


2. لأجل أي رأس بحيث 7265 و 761 يكون 
(وهو شرط القيد للصيانة) ) )7ر2 - (6)/ ب2 
ع () #مع2 (<) مذعء 
ا 7 
ا لأنه يحافظ على الكمية المتدفقة إلى ومن 
الرأس 7. بمعنى أخر خر إجمالي الكمية الخارجة من الرأس س (عقدة الربط) ”, يجب أن 
تساوي الكمية الداخلة إليه. 


عي 0 0 الشبكة 7(, يرمز له (7810, وهو ضافي التدفق 


0 - 7060 2 - (/) آم 


(5) مذعع (5) 604 
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تعريف (6-10): التدفق الأعظمي (/1101 10نات:ةمم) "كر في الشبكة ]71, هو 
أكبر كمية ممكنة من التدفق وهذا يعني أن 721075 > (7810, لأجل أي تدفق كر 
في الشبكة 21. 


من تعريف التدفق, يجب أن يكون على الأقل هناك قوس واحد يخرج من 
المصدر سعته أكبر من الصفر. بمعنى آخر, إذا حذفنا جميع الأقواس الخارجة من 


تعريف (7-10): لتكن الشبكة 1 ,2])5 وليكن .787 و علا تجزئة لرؤوس الشبكة بولا 
بحيث إن ,577 و ,لاع]. عندئذ مجموعة الأقواس المتجهة من رؤوس في ,7 
إلى رؤّوس في 34 تُسمى 5-1 قاطعة للشبكة [1, ويرمز لها 37 06 


مثال (1-10): نلاحظ في الشبكة 77 الموضحة في الشكل (1-10) أن الأقواس 
(2 ,4 هي المجموعة القاطعة في ((1 .9) ,(2 ,<< ,5]), هذا يعني 
2 ,لاك > نا ,7 ,1( ,5 ,3))ر حيث [(2 ,]ا ,5 > وار [1 ,ل حدا17. 
ومجموعة الأقواس القاطعة هي التي مرسومة بشكل منقط في الشكل (1-10). 


4 1 


الشكل (1-10) 
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مبرهنة (1-10): ليكن (/؟ ,.,7؟), 5-4 قاطعة للشبكة ( ,2/)5. عندئذ كل مسار 
موجه 5-41 في ]7 يحتوي على الأقل قوسا واحداً في (17 ,.97). 


البرهان: لتكن (1 > ,7 ,... ,71 ,70 > 5) > , متتالية الرؤوس للمسار الموجه 
5-4 في الشبكة 71. بما أن .5277 و ملاع, عندئذ هناك أول رأس 7 في . 
المجموعة ١”,‏ على المسار 5-4. والرأس ,؟ السابق للرأس 7 في المسار ]-5, 
ينتمي للمجموعة ,١,‏ لاحظ الشكل (2-10). عندئذ القوس من 7:1 إلى :7 ينتمي 
إلى 70 ,./ع).ل 


الشكل (2-10) 


بشكل مشابه لدراسة مجموعة الأقواس الخارجة من المصدر 5 إلى 
المجموعة القاطعة 5-4 لي ((8) - ل ,(15). يمكن دراسة مجموعة الأقواس 
الداخلة (الراجعة) إلى المصدر 5 والمتعلقة بالمجموعة القاطعة, أي مجموعة 
الأقواس ((5) ,(5) - 97«0) (مجموعة الأفواس من ((5) - 4070 إلى الرأس 
المصدر 5, وهي أقواس إرجاع التدفق). بمعنى أخر كمية التدفق في الشبكة, 
يساوي مجموع التدفق الذي يمر عبر أقواس المجموعة القاطعة ((5) - م7١‏ ,(9)) 
مطروحاً منه كمية التدفق التي تمر عبر الأقواس ((5) ,(5) - /9). من هذه 
الوجهة, يمكن كتابة تعريف كمية التدفق بالشكل التالي: 
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2/6 لا م/م 322 2 *(/) لمر 


([5) ,(ى]- بو[)عء ((5)- ع7 ,[ما])عم 


مبرهنة (2-10): ليكن (/9 ,,7؟/, 5-4 قاطعة للشبكة (71)5-0. عندئذٍ 


7 0 7,0 7 -(0) 00 ل 


ب آعر 


( 77 لا(,7 ,7 م هالا 


اعم 


البرهان: لأجل أي رأس ,57*, كل قوس موجه من الرأس 7, إما يكون في 48 
(77 أو في (7 ,.7؟) (لاحظ الشكل (3-10) يوضح الرأس ” والأقواس الخارجة 
منه, حيث يخرج منه 4 أقواس إلى 7709 .190) و 3 أقواس إلى 95397). 
بشكل مشابه, كل قوس موجه إلى الرأس ", أما يكون في (,7.::39؟) أو في 97 -- 
اد 


الشكل (3-10) 


مبرهنة (3-10): ليكن التدفق “رفي الشبكة (1 ,21)5, وليكن (1 ,.7؟) أي قاطعة 
]-8 في [8. عندئذ 
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(00)/ !5 -(ه6)/ر 8 -<(/) اس 


( #7 وب/ا)ع6 (بلارء/اء6 


البرهان: حسب تعريف التدفق يكون (©) 7ر2 -©)7 (2 -(/) أهلا. 


(5) ضاعء (4)5مع6 


لصيانة التدفق في كل رأس ,/7237, لدينا 0-(©)/ر2 -2©0)/. ,2 , حيث 


(م) مزع (م) همع 
5 7. ينتج من ذلك أن 
2289 رعرع -(واز2 قار ار( 
(نحاه هه اعد #0 مه ماع (0ه0© بعد 
من المبرهنة (2-10) نجد 


ب ا -2709 2 


(0)ه 60ت معنا 
0 +70 0 -2,27 
يي (نجو هه لعي 
وبالتعويض ينتج 
76ر2 -(6) / 2 - (/) أورا 


( 7و )ع6 (,7# ط)عء 


ملاحظة (1-10): كل قوس في الشبكة (1 ,2])5, مرفق برقمين 2 ,50 حيث الرقم 
اليساري 2, يمثل السعة 030, أي أكبر كمية يمكن للأنبوب أن يستوعبها أو ينقلها, 
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والرقم اليميني يمثل كمية التدفق /ر التي تجري في الأنبوب. لاحظ في الشكل التالي 
(4-10), القوس لآ له السعة 5 > (0800992 والتدفق 2 > (72) /. 


مثال (2-10): التدفق /ر والقاطعة 17 ,43 ,(2 ,* ,5), في الشكل (4-10) يوضح 
المبرهنة (3-10). ١‏ 


الشكل (4-10) 


(7)6 ب -(64)/ 2(/) امم 


((2 ,5 ,5) ,[4ورز))عء ((4.«) [2 ,+ ,5])عع 


8-2-6- 
نتيجة (1-10): ليكن التدفق ”ر في الشبكة ( ,21)5. عندئذٍ 


706 0 -6)/ 5 -(/) لس 


(1) مع (1) 10 ع6 


البرهان: بتطبيق المبرهنة (3-10) على القاطعة ((4 ,(1) - ب/؟) > 5-4 نجد 
المطلوب, حيث ((4) ,(4) - ::/) > 2.1000 
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(2-10) التدفق الأعظمي والقواطع الصغرى (15© -دذ31 4صة 1010-<312). 


الصغرى. يتم البحث لكي تكون هاتان المشكلتان مثاليتين, أي يجب أن يكون 
التدفق, أعظم مايمكن, مساوياً إلى السعة والقاطعة يجب أن تكون أصغر مايمكن 
أي أنها تكاد أن تكون معدومة. 


تعريف (8-10): لتكن الشبكة (1 ,7])5 وليكن ١7,‏ و .1 تجزئة لرؤوس الشبكة 5# 
بحيث إن 5695 و ,لاع). عندئذ سعة القاطعة ١/0‏ ,و/ا), هي مجموع سعات 
الأقواس للقاطعة (97 ,,97). أي أن 


(©) 7 رج -لآ,,7) مده 


مااع 


تعريف (9-10): القاطعة الصغرى (1114ه 2مناتستصنم) للشبكة 2# ,70)5, هي 
القاطعة التي لأضلاعها أقل السعات من القاطعات الأخرى في الشبكة 31. 


مثال (3-10): أصغر سعة لقاطعة في الشكل (4-10) هي ((4) ,(2 ,لا ,]3 ,15), 
حيث 11 -- )1 و2 76 و و15 )0. 


مبرهنة (4-10): ليكن / أي تدفق كيفي في الشبكة ( ,7105 ولتكن 770 ,,/5) أي 
5-1 قاطعة. عندئد 
7 رولا)جةء > ثثقلة؟ 
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البرهان: لأجل أي قوس لدينا (625)6 > (6)/, ومن المبرهنة (3-10) نجد 


8/70 -©)/ رة -زر) لعن 


(ولا )عه (,7 مول[)ع6 


©)57 -0)صمه |8 > 


( و7 لااء6 (١‏ ,7 رول)ع6 


(©) 227 -(7,,7) وم - 


(و7 ,لايع 


7 57 7( 02 > 
حيث (6)"رقيمة غير سالبة.ر 
كنتيجة مباشرة للمبرهنة (4-10), النتيجة التالية: 


نتيجة (2-10): ليكن ““رتدفقاً أعظمياً في الشبكة (1 ,2/)5, و “1 قاطعة صغرى 
في (5,8)ل. عندئذ (5 )مه > (721)/7. 


النتيجة التالية نعطي وصف للتدفق المثالي في شبكة (1 ,21)5. عندما التدفق يساوي 
السعة فإنه يكون أعظم مايمكن. 


مبرهنة (5-10): ليكن /ر تدفقاً في الشبكة 7 ,71)5, و 1 قاطعة ولنفرض أن 
00مهه - 73100. عندئذ التدفق ير يكون أعظمياً والقاطعة >1 تكون صغرى. 
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1 


البرهان: ليكن /ر تدفقاً ما في الشبكة (1 ,21)5. الأعظمية للتدفق / يأتي بتطبيق 
المبرهنة (4-10) بالشكل التالي 


17 > )ممه > (ر/217؟ 
أصغرية القاطعة, يمكن إثباته بطريقة مشابهه. بمعنى اتكن ,15 أي قاطعة, عندئذٍ 
بتطبيق المبرهنة (4-10) نحصل على أصغرية القاطعة >1 بالشكل التالي 
(كل0)جةه > )21 - وكلامده 
أي أن مثالية التدفق عندما يكون مساوياً للسعة ويبلغ هذه المثالية عندما يكون أعظم 
مايمكن في قاطعة سعتها أقل مايمكن.!! , 


1 3 0 ش 
مثال (4-10): الشبكة (71)5-0 في الشكل (5-10) نجد أن 9 - (57) كر وكذلك 
السعة للقاطعة 9 > ((4) ,إلا ,2 ب ,632)1)85, أي أن التدفق والقاطعة مثاليان في 
هذه الشبكة. 


الشكل (5-10) 


نتيجة (3-10): ليكن (7 ,,17) قاطعة في الشبكة 2 ,715 وليكن / التدفق بحيث 
إن 
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,7 7ع( ع م لز (4) صم ا 
الفا ا 
عندئذ يكونر تدفقاً أعظمياً في (1 ,71)8 وتكون (77 ,.17) قاطعة صغرى.لآ 


/ )“©( 


(3-10) حل مشكلة التدفق الأعظمي باستخدام مسار ازدياد التدفق 
.عوط ج1105 وساأسعصسعنن4 عستوتنا عط مسسعاطوعط هاا -عدكلة عط1) 


الفكرة الأساسية هنا تقديم طريقة تكفل زيادة التدفق في الشبكة مادام ذلك 
ممكناً. كل زيادة في التدفق تعتمد على اختيار متتالية من الرؤوس والأقواس 
التي يمكن زيادة التدفق بها, وهذا نطلق عليه مسار ازدياد التدفق 
(طنهم 1107١‏ عستا معمع 20). 


لنفرض أن / التدفق في الشبكة (1 ,71)5 حيث كل قوس مرفق بسعته. ليكن 
5 مساراً 5 موجه من 5 إلى 1 في 71 


ف © ر... و69© 919 619 4 2 


حيث إن (6)هقه > (6)/ لأجل 1 ,... ,2 ,1 -1. دراسة سعة الأقواس تمكننا 
من زيادة التدفق في كل قوس بمقدار (بع)ثر- ((6385)6. للحفاظ على خاصة التدفق 
المحتمل في كل رأس ,؟, يجب أن تكون زيادة التدفق في كل الأقواس متساوية. 
هذا يعني أنه إذا كان م4 يرمز لزيادة التدفق, عندتذ أكبر إمكانية لقيمة م4 تساوي 
أصغر قيمة للفرق ((6) /ر - (025)6) وذلك لأجل عل ,... ,2 ,1 > 1. أي أن 
((ء) كر - (ه)صةه) صندم > مذ :102. 
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مثال (5-10): لتكن الشبكة (1 ,71)8 في الشكل (2 ,6-10), نلاحظ أن التدفق 
الحالي هو 7 >-/, لندرس المسار الموجه (! ,3 ,كا ,5) > :8, يمكن زيادة التدفق 
بمقدار 2 - 1وطع» : (ه)ثر - (1030)6 صنمط - مث 2همط, ويصبح التدفق 
9 عدر لاحظ الشكل (8 ,6-10). 


الشكل (2 ,6-10) الشكل (2 ,6-10) 


ندرس الآن المسار الآخر من 5 إلى 1 أي (1 ,2 ,5) > و, في الشكل (© ,6-10), 
يمكن زيادة التدفق بمقدار 2 - إي2ع,ع : (6)/- (©)080) متمد ح بذ عتقطط, 
ويصبح التدفق 11 -/, لاحظ الشكل (4 ,6-10). نجد أنه لايمكن زيادة التدفق 
أكثر من ذلك, لأنه لاتوجد مسارات أخرى من المصدر 8 إلى المصب 8. 


2020016 
الشكل (3 ,6-10) الشكل, © ,6-10) 
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نلاحظ أنه لا يمكننا زيادة التدفق بأي مقدار لأن الأقواس التي تنتهي إلى المصب 
قد أصبحت مشبعة أي أن التدفق يساوي السعة في هذه الأقواس. 


تعريف (10-10): شبه المسار (030315ه؟5) 5-1 في الشبكة 1 ,1)5, هو متتالية 
متناوبة 


0 لات سه 


من الرؤوس والأقواس التي تشكل المسار 8-6 ضمن مفهوم البيان غير الموجه لي 
1. 


ليكن شبه المسار © من 5 إلى ؛ بالشكل التالي: 


1 ال ا ات ك3 4 - 0 


نسمي القوس © قو ب عاضا (©35 1015330) إذا كان يتجه من 7:7 إلى 7 ونرمز 
لمجموعة الأقواس الأمامية 0:ة1, ويكون قوساً خلفياً (0ة 1م ةوماء09) إذا كان 


يتجه من 7 إلى :7 ونرمز لمجموعة الأقواس الخلفية ©8816. 
نلاحظ أن المسار الموجه هو شبه مسار بحيث تكون كل أقواسه أمامية. 
مثال (6-10): ليكن شبه المسار 5-4 الموضح في الشكل (7-10), الأقواس 


65 ,وهور» هي أقواس أمامية (أو أقواس تدفق) والأقواس ,6 ,يه هي أقواس خلفية 
(أو أقواس إرجاع). 
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3ع 7 34> عا 7 371 


الشكل (7-10) 


تعريف (11-10): ليكن التدفق كر في الشبكة (2/)5-0. مسار ازدياد التدفق © 
(15م عصناهعدموته- 7), هو شبه مسار 5-1 في 2, بحيث يمكن زيادة التدفق 
على كل قوس أمامي وإنقاص التدفق على كل قوس خلفي. هذا يعني أنه لأجل كل 
قوس » في مسار ازدياد التدفق 0 يكون 

إذا كان ع قوساً أمامياً : (©)مهه > (©)/ر 

إذا كان © قوساً خلفياً : 0 <رع)ر 


نلاحظ أن مسار ازدياد التدفق ليس بالضرورة مساراً موجهاً. 


ليكن القوس © على مسار ازدياد التدفق/, ليكن .48 كمية معطاة بالشكل 


. ع7ماء © [ة ,(ء) / - (زء) م0ه 08 
ع عم ر(ه)/ | * 


نسمي .4 قيمة تخامد (51801) القوس 6. وتكون قيمة التخامد على القوس الأمامية 
أكبر زيادة ممكنة في التدفق وعلى القوس الخلفية أكبر نقصان ممكن من التدفق. 
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صيانة التدفق تتطلب تغيير التدفق على الأقواس في مسار ازدياد التدفق 
بمقادير متساوية. في شبه المسار ©, أكبر كمية مسموح بها لتغيير التدفق على 
الأقواس تكون ب30, حيث 
4 طلم دا ىولم 
1ك 0 


مثال (6-10): لتكن الشبكة (1 ,7])5 في الشكل (8,10) التدفق الحالي يكون 8 -/ر 
(لأنه يساوي التدفق في أصغر مجموعة قاطعة). شبه المسار 0 ولرْ ونه 05 5 0 
يكون مسار ازدياد تدفق بمقدار 2 > 1 4] رلته - و4 


الشكل (8-10) 
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مبرهنة (6-10): (2260]2109وناخ 171079): 
ليكن التدفق “رفي الشبكة 4 ,7)8, وليكن © مسار ازدياد التدفق و ن3 قيمة 
التخامد على أقواسه, عندئذ زيادة التدفق ,كرتكون دس نديد ا 
. فيك ت 2 002 وذ + (©)/ | 
د 29# 6ه “زا وك - 0)/ !- (0)ر/ 
8046 , 106 ع 6 رز () قي 
و مذ + (1)7ة7 - (/)1ة7. 


البرهان: من تعريف التخامد ج3 لدينا (©)635 > (6)ر/> 0. الرؤوس التي يمكن 
من خلالها فقط تغيير كمية التدفق تكون على مسار ازدياد التدفق 0. لنثبت أن ؛ر 
يحقق صيانة التدفق ولذلك يكفي التحقق من الرؤوس الداخلية للمسار ©. 


ليكن 7 أت رَأَنَ على مسار ازدياد التدفق ©. القوسان من 0 الواقعان على », 


لهما حالة واحدة من أربع حالات, لاحظ الشكل (9-10). كمية ربح التدفق في كل 
حالة إلى أو من 7 لاتتغير وبذلك يتم المحافظة على ميزة صيانة التدفق, لأن هناك 
تساويا في الكمية التي تربحها أو تخسرها وهي 350. 


وهد ‏ مف مغةد هذه+ مذ4- 2 هذ- وذف- هذ+ 
7« 7 7 ش 7 
الشكل (9-10) 


لنبرهن أن كمية الزيادة في التدفق هي ن3. التدفق الوحيد الذي يتغير هو على 
القوس الواقع على المصدر 5, أي على أول قوس :© في مسار ازدياد التدفق ©. 


لعا 


إذا كان ,6 قوساً أماميا, عندئز ج4 + (رع) “ر- (6), . وإذا كان 61 قوس إرجاع, 

عندئ و - (:6) > (:©)ر/. في الحالتين يكون 

- (/) سد + رفع )م “ا -(م)ر ”78 <زر/) اس 
) 


5) قاعم (5) #معه 


مبرهنة (7-10): ليكن /تدفقاً في الشبكة (1 ,71)5. عندئذ “ريكون تدفقاً أعظمياً إذا 
وفقط إذا كانت الشبكة 71 لاتحوي مسار ازدياد للتدفق “رفي 31. 


البرهان: -> لنفرض أن / تدفق أعظمي في 78, عندئذ من المبرهنة (6-10) 
لايوجد مسار ازدياد للتدفق /. 


ج لنفرض أنه لايوجد مسار ازدياد للتدفق “رفي الشبكة ]2. لندرس مجموع كل 
شبه المسارات التي تبدأ من المصدر 5 ولها الميزة التالية: لكل قوس أمامي, تخامد 
موجب (أي يمكن زيادة), ولكل قوس إرجاع, تدفق موجب (أي يمكن إنقاصه). 
لتكن ٠7,‏ مجموعة الرؤوس لشبه المسارات هذه. ج: 
بما أنه لايوجد مسار ازدياد للتدفق بالفرض, ينتج أن المصب .46377. ليكن 
و7آ3- بجلا ح- ,لا. عندئذ (17 ,297 تكون قاطعة للشبكة 1 ,21)8. من تعريف 
المجموعتين :7 ,و/؟, لدينا 


(,7,,7) عه 1# (6) مس 


7,١‏ ا ان 


من النتيجة (3-10), نسئنتج أن “رتدفق أعظمي.:- 
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مبرهنة (8-10): (التدفق الأعظمي والقاطعة الصغرى). 
لتكن الشبكة (281)5-0, وليكن “رتدفقاً أعظمياً فيها. و 1770 ,,17) قاطعة صغرى في 
],. عندئذ 


.(7ا و/ا)مده - ( 7210 


البرهان: نلاحظ أن القاطعة المعرفة في المبرهنة (7-10) لها تدفق أعظميي 
يساوي السعة._ : 


(4-10) خوارزميات التدفق الأعظمي (5تسطغتدهع41 112-1105 عط1). 


هنا نقدم لبعض الخوارزميات التئ تستخدم مسار ازدياد التدفق والقاطعة 
الصغرى فين الشبكة لزيادة التدفق إلى أقصى حد ممكن. عندما تصل كمية التدفق 
بشكل متساوي مع السعة نحقق بذلك أمثلية التدفق, أي الحالة المثلى للتدفق في 
الشبكة والتي لايمكن زيادتها. بعض الخوارزميات سوف تعتمد على اختيار متتالية 
من الرؤوس والأقواس لتشكيل مسار ازدياد التدفق ومنها يضيف إلى ذلك استخدام 
القاطعة الصغرى والأخر يستخدم الثانية من خلال الأولى. 


في 1962, أوضح فورد و فولكيرسون (2500ءعكلله1 4صة 050) أن 
مشكلة التدفق الأعظمي في شبكة ((ذ, ,7 ,1 ,2105 (شبكة مصدرها 5 ومصبها ] 
ورؤوسها ٠‏ وأقواسها .4) هي من: التعقيد (/0)17|7|4. وفي 1970, قدم دينك 
(1ذ) تطويراً لعمل الخوارزمية ولكن بنفس التعقيد. ادميندز وكارب 
(منهك1 ههه كقددص84) في 1972 قدما تعديلاً للخوارزمية السابقة وأعطيا 
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تعقيداً للمشكلة يعتمد على عدد الأقواس (0)17||/7 وهو أبسط من التعقيد السابق 
عندما تكون الشبكة كمسار فقط أي عدد الأقواس أقل من عدد الرؤوس وهي حالة 
خاصة. في 1974, كارزنوف (1631282097, قدم تحسينا للخوارزمية بحيث 
أعطى التعقيد كتابع للرؤوس فقط بالشكل (0)17|3. وفي 1980, قدم سليتير أفضل 
خوارزمية من حيث سرعتها في التنفيذ وبرهن أن مشكلة إيجاد التدفق الأعظمي 
في شبكة (م8ه ,لى ,؟ ,1 ,27)5 هي من التعقيد (([117) 108 إل ||0)|77, حيث نعلم 
أنه عندما يكون |]| كبيراً بقدر كافي و 7 ليست مساراً. فإن 
لهاك الال> 090هم1ء 2 


سوف نعرض في هذه الفقرة لثلاث خوارزميات الأولى لفورد و فولكيرسن, 
الثانية لادميندز و لكارب و الثالثة هي ضم للخوارزميتين معاً بحيث تفعل الثانية 
من خلال الأولى. 


ليكن 17 - (7 ,نا) قوساً موجهاً من الرأس 2 إلى الرأس ؟", نقول عن + 
أنه رأس أمامي أو رأس القوس وعن 1 رأس خلفي أو زيل القوس. 


خوارزمية (1-10) (سطاأءمولخ دوننتعطلدظ سه 0ره8 عط1): 


المعطيات : 1 ,71)5 شبكة تدفق. 
المخرجات : التدفق الأعظمي كرفي 1 ,2[)5. 
خطوات الخوارزمية: 
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1- لأجل كل قوس 71)5,2ءعه, 0 -: (©)/. 
2- بينما يوجد هناك مسار لازدياد التدفق, كرر. 


2- جد المسار © لازدياد التدفق أكرمن 5 إلى 6. 
2- ليكن 01م وخ حيث 4 الزيادة الممكنة للتدفق في القوس ». 
2- لأجل كل قوس 0©عجع, إذا كان © قوسا أمامياً ضع 
مذ + (ه) 7د وما" وإلا بهد - (م)”ت )”0 
2- التدفق الأعظمي يكون ”/. 


مثال (7-10): استخدم الخوارزمية (1-10) لإيجاد التدفق الأعظمي للشبكة 
الموضحة في الشكل (10-10). 


الحل: نلاحظ في المسار الأول ( ,لا ,2 ,5) > 01, يمكن زيادة التدفق بمقدار 
2 - روث, لاحظ الشكل (2 ,10-10). في الشبكة الناتجة, المسار الثاني 
0 6 2 0 5-6 02 يمكن زيادة التدفق بمقدار 1 5 2ك لاحظ الشكل 
(6 ,10-10). كما نلاحظ لاتوجد مسارات أخرى من 5 إلى 1 بحيث يمكننا زيادة 
التدفق من خلالها وهذا نطلق عليه حد إشباع الشبكة. أخيراً, نجد أن 11 - */,. 


2347 


الشكل (10-10) 


5,4 


37 
5,2 6 
52,2 
015 3 
74 2 


جيب الشكل (10-10,2) 


* 5,2 
4 200 
' 410 
76 200066 


3 


237 لزه +0 


[ - يذ 
الشكل (ط ,10-10) 


للبحث عن مسار ازدياد التدفق, استخدم ادميندز و كارب معا, عملية البحث 
بالعرض أولاً مع أقل عدد من الأقواس. الخوارزمية (2-10) إما تعطي مسار 
ازدياد التدفق أو تعيد القاطعة الصغرى والتي تشير إلى التدفق الحالي على أنه 


التدفق الأعظمي. 
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خوارزمية (2-10) إيجاد مسار الازدياد ()ة2 ع تناد سعسخ سه عسنلسة6). 


المعطيات : 1 ,7[)5 شبكة وتدفقها /ر. 

المخرجات : مسار التدفق الأعظمي 0 للتدفق / أو القاطعة الصغرى 5-4 مع 
كمية التدفق 278107 ش 

خطوات الخوارزمية: 

1- ضع في البداية (8) -: ولا. 

2- رقم الرأس 8 بالرقم 0. 


3- ابدأمع 1 -: :. 


4- بينما مجموعة الرؤوس ١١‏ لاتحوي المصب ), كرر لإيجاد جميع 


المسارات من 58 على ]. 

4- إذا كان هناك قوس » يمكن استخدامه, أعطه أقل ترقيم ممكن, حيث ٠‏ 
رأس القوس ع. 

4.- ليكن 2:7 ٠‏ رأسأ, ضع 8 رأساً لقوس يكون ذيله 7. 

4- أعط للرأس +77 الترقيم 1. 

14 ا راو عدولا 

5.4- 1+1<ح: 1., 


وإلا 
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5- ارجع (7 - بولا ,و7ا) قاطعة 8-1 (قاطعة بين 5 و غ). 
6- أعد بناء مسار ازدياد التدفق 0 بشكل تراجعي من إلى 5. 
77 ارجع مسار ازدياد التدفق “رويكون ©0. 
فورد, فولكيرسن, أدميندز و كارب قدموا الخوارزمية (3-10): وهي تعتبر 


اتحاداً للخوارزميتين مع بحيث تعمل الثانية من خلال استدعائها في أثناء عمل 


الخوارزمية الأولى. 


الشجرة '1 المشكلة من رؤوس ولا تسمصى شجرة حدودية وتكون القاطعة 
الصغرى هي الأقواس الفاصلة بين رؤوس '1 و 1 - بولا. 
خوارزمية (3-10) التدفق الأعظمي (+17107 ددا سطلحه!! - 5111116): 
المعطيات : 1 ,7])5 شبكة تدفق. 
المخزجات : التدفق الأعظمي “كرفي الشبكة 2 ,8[)5. 
خطوات الخوارزمية: 
1- لأجل كل قوس 2 ,11)5ع©, ضع 0 - (©) /. 


0 عرر. 


2- طبق الخوارزمية (2-7) لإيجاد مسار ازدياد © للتدفق "/. 
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2- ليكن لك 0 -ت ب لك , حيث 4 الزيادة الممكنة للتدفق. 
ع6 


2- لأجل كل قوس 0ج, إذا كان © قوسا أمامياً د 

وذ + () ر-: رع وإلا هذ - (6)أ/-: (ه)'ر 
2- حتى لايبقى مساراً لازدياد التدفق “كرفي الشبكة © ,7)5. 
3- أرجع التدفق الأعظمي يكون “/. 
4- أرجع الشجرة الحدودية 7 والقاطعة الصغرى. 


ملاحظة: عند إيجاد التدفق لشبكة مرفق بأقواسها رقم واحد, هذا الرقم هو سعة 
القوس ويكون التدفق في البداية صفرا لكل الأقواس. 


مثال (8-10): لتكن الشبكة (1 ,71)5 الموضحة في الشكل (11-10) مع التدفق 
0 /. جد التدفق الأعظمي وذلك بتطبيق الخوارزمية (3-10). 


2 0 4 3 0 د 3 
الشكل (11-10) 


3531 
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الحسل: الخطوة 1: نختار أقصر مسار لازدياد التدفق من 5 إلى 6, أي مسار يمكن 
زيادة التدفق فيه مع أقل عدد من الأقواس. نلاحظ التدفق في الشبكة © ,71)5 هو 
0 - 72107 والمسار (1 , ,5) > :© أقصر مسار ويمكن زيادة التدفق فيه بمقدار 
2 > رىث, لأن أقل مقدار من التدفق يمكن زيادته على أقواس المسار هو 2, لاحظ 
الشكل (1 ,11-10). 


الشكل (1 و11-10) 2 وذ 


الخطوة 2: لدينا التدفق في الشبكة الناتجة من الخطوة الأولى 2 > (7210 وأقصر 
مسار (1 ,7 ,3 ,788 ,5) > © ويمكن زيادة التدفق فيه بمقدار 2 > يوق3, لاحظ 
الشكل (2 ,11-10). 


4.2 


١‏ [' 2 يوط 
' الشكل (2 ,11-10) ٠‏ 
الخطوة 3: لدينا التدفق في الشبكة الناتجة من الخطوتين السابقتين 4 > (7810 
وأقصر مسار إق 2 7 وه ول ول ول ور 05 2 0 ويمكن زيادة التدفق فيه بمقدار 
2 - ووث, لاحظ الشكل (3 ,11-10). حيث القوس 27 - © هو قوس خلفي ويمكن 
حسب تعريف ازدياد التدفق إنقاص التدفق فيه بمقدار 2. 


58# 52 82 3,0005070 


4 360 37 4,0 2 


الشكل (3 ,11-10) 2- ووة 


الخطوة 4: نلاحظ أن (7 ,2 ,ل , ,و4 > ,97, هذه المجموعة مشكلة بعداد الحلقة 
في الخوارزمية (2-10) ويقف العداد عندما يصل إلى المصسب 4 بحيث 
و الأقواس الحدودية بين ./ا و .57 -7؟, هي القوس 88 > © من المصدر 
8 إلى الرأس 77 والقوس +7 > » من الرأس ؟ إلى المصب 6. وهي آخر الأقواس 
التي تنتج من عملية تراجعية لبناء مسارات الازدياد من + إلى 5 والتي تتجه 
من المجموعة و١‏ إلى .7 - «. إذن القاطعة الصغرى هي القوسان 
7 > »ه ,و > 16 والتي تعني 
((1 ,© و م8 ,00 و[؟ ,2 ولق ,5 ر8)) - 17 - بجا ,17) > (-و) أن 


ونلاحظ أن 6 حول - بولا ,و7ا)مهه > 7210. لاحظ في الشكل (4 ,11-10). 
لاحظ في نفس الشكل أن الشجرة 1 هي الشجرة المشكلة على رؤوس المجموعة 
و7 ونسميها شجرة حدودية, أي أن القاطعة الصغرى تكون مجموعة الأقواس التي 
تخرج من رؤوس 1 إلى رؤوس المجموعة 1 - ,ولا. 
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3 5 
(2:7 و3 ,8 توا 
0 2( ال 
3 
١‏ 2 2 4 84 2 5 3 
الشكل (11-10,4) 


3255 


تسلا ببسل 10 


1. استخدم المبرهنة (5-10) لإيجاد التدفق الأعظمي والقاطعة الصغرى في 


الشبكات التالية: 


(١ 20 


3. صف كيف يمكن تحويل شبكة متعددة المصادر والمصبات إلى شبكة وحيدة 
المصدر والمصب. 

4. استخدم التحويل في التمرين 3, لحل مشكلة إيجاد مجموع التدفق الأعظمي 
في شبكة تحوي مصدرين وثلاثة مصبات, والشبكة موضحة في الشكل 
التالي. استخدم المبرهنة (5-10) لتأكيد النتيجة. 


5. استخدم التحويل في التمرين 3, لإيجاد التدفق الأعظمي الكلي من مصدرين 
إلى مصبين في الشبكة الموضحة في الشكل التالي. استخدم المبرهنة (5-10) 


6,. استخدم التحويل في التمرين 3, لإيجاد التدفق الأعظمي الكلي من ثلاثة 
مصادر :5 ,و8 ,81 إلى ثلاثة مصبات و1 ,وز ,6 في الشبكة الموضحة في 
الشكل التالي. استخدم المبرهنة (5-10) لتأكيد النتيجة. 
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7 2.. بفرض أن بعض الرؤوس في الشبكة (4 ,7105 لها سعات تعادل التدفق 
الذي يمكن مروره خلالها. كيف يمكن تحويل هذه الشبكة إلى شبكة مماثلة 
للشبكات التي تم دراستها في الفصل (أي السعات والتدفق من خلال الأقواس). 

0. استخدم التحويل في التمرين (2), لإيجاد مجموع التدفق الأعظمي في الشبكة 
في الشكل, حيث الدوائر تتضمن السعة للرأس المجاور لها. استخدم المبرهنة 
(5-10) لتأكيد النتيجة. 


8 لتكن + مجموعة جزئية من في الشبكة * ,7105 وبفرض أن كل مسار 
موجه من 5 إلى 1 يحتوي قوس من | على الأقل. 


8. برهن أنه توجد قاطعة و7 2 في 18 و05 بحيث إن لذ 6 570 وو/). 
«. أعطٍ مثالاً للطلب (8). 


9. برهن النتيجة (3-10) (استخدم المبرهنتين (6-10), (5-10)). 
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0. جد كل مسارات التدفق الأعظمي لكل من البيانات التالية: 


1. باستخدام الخوارزمية (3-10), جد التدفق الأعظمي والقاطعة الصغرئ 
للبيانات التالية: 


2. باستخدام الخوارزمية (3-10), جد التدفق الأعظمي والقاطعة الصغرى 
للبيانات التالية: 
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3. أربع عائلات (عائلة أحمد, عائلة زياد, عائلة محفوض, عائلة محمود), 
يريدون الذهاب من مكان واحد إلى حفلة في مكان ما. هناك أربع سيارات لنقل 
أفراد هذه العائلات, حيث يمكن للسيارات أن تنقل عدداً من الأفراد كالتالي: 


السيارة الأولى تنقل 4 أفراد, السيارة الثانية تنقل 3 أفراد, السيارة الثالثة تنقل 

3 أفراد, السيارة الرابعة تتقل 4 أفراد. هناك أربعة أفراد في كل عائلة وكل 

سيارة لايمكن أن تنقل أكثر من فردين من كل عائلة. أعطٍ حلاً لهذه المشكلة 
يقة التدفق الأعظمي لنقل أكبر عدد من الأفراد إلى الحفلة. 


4. سبعة أنواع من المواد الكيمائية الخطرة ومن كل نوع يوجد ثلاث 
حاويات. يتم نقل الحاويات في خمس شاحنات نقل وسعة كل شاحنة على . 
التوالي 5,4,3 ,4 ,6 حاوية. بسبب أخطار النقل, لايمكن للشاحنة نقل أكثر 
من حاوية واحدة لنفس المادة الكيمياتية. حدد ماإذا كان بالإمكان نقل 21 حاوية 
في الشاحنات الخمسة. 


5. اكتب برنامج للخوارزمية (3-10) واختيره على الشبعات في التمارين )1 , 
(12). 


16. لشركة جزازات أعشاب ثلاثة مخازن 7 ولا ب وثلاثة متاجر © و83 رذ. في 
المخازن على التوالي 900 ,500,500 جزازة أعشاب. مطلوب بشكل مباشر 
من المتاجر على التوالي 600 ,600 ,700 جزازة (يجب نقل الجزازات من 
المخازن إلى المتاجر, أي مكان التسليم). في البيان الموضح :للمشكلة, سعة 

3060 


الأقواس تمثل الحد الأعلى لعدد الجزازات التي يمكن نقلها من ا!لمخازن في 
يوم واحد في الشاحنات على الطريق. الرؤوس في الوسط تمثل محطة نقل 
حيث مكنأ للشاحنات الناقلة الصيانة والتزود بالوقود. هل يمكن تأمين 
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اللجنة العلمية 


« د. اسكندر علي أستاذ في كلية العلوم بجامعة تشرين 
« د. محمد حسن أستاذ في كلية العلوم بجامعة تشرين 


© د. محمد دبش2 أستاذ مساعد في كلية العلوم بجامعة حلب 


« د. عيسى فارس أستاذ مساعد في كلية الآداب بجامعة 


دع 


حقوق الطبع والترجمة والنشر محفوظة لدى مديرية الكتب 
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